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podemos usar a série de Taylor para

aproximar a funcdo energia potencial de
um sistema massa-mola. Demostraremos
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usando-se 0 recurso da série de Taylor.
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com proteina como um sistema massa-
mola e determinar sua energia potencial.
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Vamos considerar a expansao em seérie da funcao eX. Podemos aproximar a funcao e*
pela série indicada abaixo.

xZ X3 x4— XS X6 M

X — e
e _1+x+2!+3!+4!+5!+6!+ +n!+..

A expressao acima permite que aproximemos eX a funcdo por uma soma de termos da
Série.

Verificaremos a expansdo em série para e com x = 2. Com a calculadora cientifica,
calcule e?. O resultado aproximado com quatro algarismos significativos é e? ~ 7,389.
Usaremos a série acima para verificar a acuracia da aproximacao. Calcularemos a série
para um numero crescente de termos na somatoria.



A tabela a seguir mostra a evolucédo do calculo de e? conforme aumentamos o nimero
de termos da série. Basta substituirmos x = 2 na seérie. Nas colunas 2 e 3 da tabela
mostramos o erro verdadeiro (E;) e o erro relativo porcentual verdadeiro (g). As
equacdes usadas para o calculo do erro verdadeiro (E,) e do erro relativo percentual
verdadeiro (&) estao indicadas a seguir.

E. = Valor Verdadeiro — Aproximacao

Aproximacao
P 0 100

& = Valor Verdadeiro

No caso da expanséo da série, consideraremos como valor verdadeiro o obtido com a
calculadora cientifica. Na verdade usaremos uma aproximagcao também para o valor
verdadeiro para facilitar os calculos. Chamaremos valor verdadeiro € a aproximagao
fornecida pela calculadora cientifica com 4 algarismos significativo.

A aproximacao da serie sera o valor calculado substituindo-se x = 2 na série.



B e e

1+x=1+2 7,389-3=4,389 59,40
x? 7,389-4=3,389 45,87

1+x + 5= =14+2+2

x? x3 7,389-5,333.=2,056 27,83
1+4x+—+—=1+2+2+133

2! 31

x% x3 x* 7,389-6,999-=0,390 5,278
1+x+§+§+——1+2+2+133 + 0.666°

x% x3 x* x5 7,389-7,266'=0,123 1,665

1+x+?+§+z+§—1+2+2+133 + 0.666° + 0,266

x%2 x3 x* x5 x® 7,389-7,355=0,034 0,4601
1+x+7+§+—+§+a— 14+24+2+4+1,334+0.666 + 0,266+ 0,088

x%2 x3 x* x5 x° X7 7,389-7,380=0,009 0,1218
1 +x+§+§+—+§+—+ﬁ
=1+2+2+1,33 +0.666'+ 0,266' + 0,088 + 0,0253968 ...

x%2 x3 x* x5 x® x7 x8 7,389-7,386=0,003  0,04060
1 +x+5+§+—+§+a+—+§

=1+2+2+1,33 +0.666 + 0,266 + 0,088 + 0,0253968 + 0,0063492



Série de Taylor

Pela tabela anterior, vemos que com uma série de oito termos ja temos uma boa
aproximacao da funcdo eX, com um erro relativo porcentual verdadeiro de 0,04 %. A
série que usamos € chamada de série de Taylor. Podemos expandir uma funcao f(x)
gue tem derivadas pela série indicada abaixo.

fX)=co+cg(x—a)+c(x—a)’+c3(x—a) +c,(x —a)*+ -+ cp(x —a)* + -

Para determinar as constantes c¢’s, podemos considerar um x conveniente, como X = a.
Substituindo-se x = a ha expressao acima, temos o seguinte resultado.

fl@=cy+cla—a)+c(a—a)’+c(a—a)+ca—a)* +-+cpa—a)t + -

Os termos entre parénteses séo zero. Assim, obtemos o c,, como indicado a seguir.

fa) = co 2l = f(a)

Como a funcao f(x) é diferenciavel, podemos derivar f(x) para obter os outros ¢’s como
segue.



Série de Taylor

Tomando-se a primeira derivada de f(x), temos 0 seguinte expressao.

f'(x) =cy+2c,(x —a) + 3c3(x — a)2 + 4c,(x — a)3 + o4 nc, (x — a)n—l 4.

Fazendo-se x = a, temos o0 seguinte resultado.

f'(a) =cy+c,2(a—a) + c33(a — a)? + ci4(a — a)d+ -+ con(a — a1+ -

Como vimos para c, 0S termos entre paréntese sdo zero. AsSsSim conseguimos O
coeficiente c;.

f'(a) =c, —=lc; = f'(a)




Série de Taylor

Agora determinamos a segunda derivada de f(x).
f"(x) = 2c, +3.2c5(x —a) + 4.3c,(x —a)?* + -+ n(n — D, (x —a)* 2 + -
Fazendo-se x = a, temos o0 seguinte resultado.
f"(a) =2c, +3.2c3(a—a) +43c,(a—a)’ +--+n.(n—1Dc,(a—a)* 2 + -

De forma similar, conseguimos o coeficiente c,.

f''(a) = 2¢; =|c; =




Série de Taylor

Partimos para a terceira derivada de f(x).
flll(x) = 3.2C3 + 4.3.2C4(x — a) + o+ n(n — 1)(7’1, _ Z)Cn(x . a)n_3 4o
Fazendo-se x = a, temos a expressao abaixo.
f""(a) =32c3+432c,(a—a)++n(n—-1)n-2)c,(a—a)» 3 + -

Determinamos o coeficiente c;.

flll(a)

flll(a) = 3_2C3 —|c3 = 31




Série de Taylor

Focando agora na quarta derivada de f(x).

F®x)=432c, ++nn—1DMn-2)(n—3)c,(x —a)** + -

Usando-se o recurso de fazer x = a, temos o resultado abaixo.

f®(@) =432¢c,++n(m—-1)n-2)n—3)c(a—a)"™* + -

Isolando-se ¢, na expressao acima, chegamos ao resultado indicado a seguir.

()

f(4)(a) = 4.3.2C4_ —|C4 41

11



Série de Taylor

Ja destacamos o padrao de geracdo dos coeficientes ¢’s. Assim, podemos explicitar o
polinbmio da série de Taylor, como segue.

" " (4)
Fo0 =@+ @G-+ 2 omap 1 D e ap 1 LD ayt g
(n)
AR COP NS
n!
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Funcéo cos(x)

Como exemplo, determinaremos a expansdo em seérie de Taylor da funcao cos(x).
Vamos calcular as primeiras derivadas de cos(x) para depois usar a equacao da série
de Taylor. As primeiras derivadas da funcéo cos(x) sao as seguintes.

f'(x) = —sin(x) f"(x) = —cos(x)
f""(x) = sin(x) F®(x) = cos(x)

f®(x) = —sin(x) f®(x) = — cos(x)
£ (x) = sin(x) F®(x) = cos(x)

13



Funcéo cos(x)

Na equacdo da serie de Taylor, quando fazemos a = 0 temos a série de Maclaurin.
Assim, tomando-se a = 0, temos 0s seguintes valores para as derivadas.

f'(0) = —sin(0) =0 f'"(0) = —cos(0) = -1
F(0) =sin(0) =0 F®(0) = cos(0) = 1

fO(0)=—-sin(0)=0 f©®(0)=—cos(0) = -1

fM) =sin(0) =0  f®(0) = cos(0) =1

14



Funcéo cos(x)

Substituindo-se os valores das derivadas na equacdao da série, temos 0 seguinte
resultado.

f'(0) = —sin(0) =0 f'"(0) = —cos(0) = -1
FrO) =sn(0) =0 F®(0) = cos(0) = 1
fO(0)=—-sin(0)=0 f©®(0)=—cos(0) = -1

fM) =sin(0) =0  f®(0) = cos(0) =1

—1 0 1
cos(x) =cosO+O(x—O)+?(x—0)2+§(x—0)3+m(x—0)4+

0 —1 0 1
a(x—O)S+E(x—0)6+ﬁ(x—0)7+§(x—0)8---

15



Funcéo cos(x)

Assim, a expansao em seérie da funcdo cos(x) tem a seguinte expressao para 0S
primeiros termos.

1 1 1 1
— — 2 — 4__ 6 — 8 e
cos(x) =1 T +4!x 6!x +8!x +

No préximo slide temos o grafico da funcédo cos(x) e das expansodes truncadas em X2,
x4, x6 e x8. Vemos claramente a melhora da sobreposicédo da aproximacao em série de
Taylor, conforme aumentamos o numero de termos da série.

16



Fungéo cos(x)

Taylor Series for cos(x)

— 1-(1/2")x?

—_— 1-(1/2)x24+(1/41)x?

e 1-(1/21)X2+(1/4")x*-(1/6")x°®

— 1-(1/21)x%24+(1/41)x*-(1/6!)x8+(1/8!)x8

1A\ /]
2
S S V
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Repetindo o processo para a funcao sin(x), temos a seguinte expressao para 0S
primeiros termos.

_ I A
51n(x)=x—§x +§x — o 4 ..

No préximo slide temos o grafico da funcao sin(x) e das expansdes truncadas em X, X3,
x> e x’. Como visto para funcdo cos(x), ocorre melhora da sobreposicdo da
aproximacao em série de Taylor conforme aumentamos o numero de termos da série.

18
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Energia Potencial do Sistema Massa-Mola

Sistema massa-mola com energia potencial elastica U(x).

Resumo do Sistema Massa-Mola

— P = - F(x,) = 0

du
F(x) = —kx U'(xo) = d(::O) =0

No sistema massa-mola temos uma massa ligada a uma mola, que esta fixa numa das
extremidades e ligada a um bloco que esta apoiado numa superficie sem atrito. O bloco
oscila sem atrito. A mola tem constante elastica k. Quando o bloco esta na posi¢ao x,,
a forca elastica da mola (F(x)) e zero (F(x,) = 0). Consideramos que a energia
potencial do sistema massa-mola é dada por U(x). Vamos considerar que essa
funcéo energia potencial tem derivadas, assim podemos ter sua expansao em série de
Taylor como indicada a sequir.

20



Energia Potencial do Sistema Massa-Mola

Sistema massa-mola com energia potencial elastica U(x).

%, Resumo do Sistema Massa-Mola

F(x) = —— F(xo) =0

dx
dUu
F(x) = —kx U'(xo) = d(;:O) =0

Abaixo temos a expansdo em série de Taylor da funcdo energia potencial do sistema
massa-mola U(x) em torno do ponto x = a.

U(x) = U(a) + U'(@)(x —a) + U”z('“) (x — )% + U’;fa) (x—a) +
) ym |
v(a) (x—a)4+-~+U (@) x—a)*+ -

4! n!

21



Energia Potencial do Sistema Massa-Mola

Sistema massa-mola com energia potencial elastica U(x).

Resumo do Sistema Massa-Mola
dU
1y F(x) = — — F(XO) =0
dx
, dU(xo)
F(x) = —kx U'(x) = dx

Vamos fazer a = x,, a posi¢éo de equilibrio do sistema massa-mola.

U™ (xo)
2!

(= xo)* + -+

G = xo)? + L0

3!
UM (x
U (s

Ux) =Uy+ U'(xg)(x — x¢) +
U™ (%0)
4!

Onde U, = U(X,).

(x —x0)3 +

22



Energia Potencial do Sistema Massa-Mola

Sistema massa-mola com energia potencial elastica U(x).

Resumo do Sistema Massa-Mola

F(x) = —— F(xo) =0

dx
du
F(x) = —kx  U'(x) = d(;CO) =0

Sabemos que F(x) = -dU/dx = -U'(x). Considerando-se x = X,, temos F(x,) = -U(X,). No
sistema massa-mola F(x,) = 0. Pois € a situagcdo onde nao temos distensao ou
compressdo da mola, ou seja, F(x,) =-U(xy) = 0.

0 " n
UGx) = U + 1) (x — xo) + o (e ez 4 00 (o yay

2! 3!
U(4’) X U(n) X
U™ (x0) J(x—xo)"+---
4! nl

(x —x)* + -+

23



Energia Potencial do Sistema Massa-Mola

Sistema massa-mola com energia potencial elastica U(x).

Resumo do Sistema Massa-Mola
£y

Fo)=-2-  Fl)=0

dx
dUu
F(x) = —kx U'(xo) = d(;:O) =0

Rearranjando-se os termos da série, chegamos ao resultado abaixo.

U" (x0)
2!

Ulx)—Uy =

AS) (x0)
4!

(x —x9)% +——(x
(x —xp)* + -+

24



Energia Potencial do Sistema Massa-Mola

Sistema massa-mola com energia potencial elastica U(x).

Resumo do Sistema Massa-Mola

— \ F(x) — _d_U F(xo) =0
dx
dU
F(x) = —kx U'(xo) = d(;CO) =

Vamos considerar que o sistema so pode apresentar pequenas oscilacdes, onde x nao
se afasta muito da posicdo de equilibrio X,. Assim, os termos com poténcia de 3 em
diante sao despreziveis e podem ser eliminados da série abaixo.

R )MS
U(4)(x°)()</)v4+ +U(n)(x)(x//);‘

25



Energia Potencial do Sistema Massa-Mola

Sistema massa-mola com energia potencial elastica U(x).

%, Resumo do Sistema Massa-Mola

F(x) = —— F(xo) =0

dx
dUu
F(x) = —kx U'(xo) = d(;:O) =0

Eliminando-se os termos com expoente igual ou maior que 3, chegamos a expressao

abaixo. Sabemos que F(x) = -U(x) e que F(x) = -kx. Assim, -U(x) = -kx, ou seja, U(X) =

KX.

U" (xo)
2!

U(x) — Uy = (x — x0)?

26



Energia Potencial do Sistema Massa-Mola

Sistema massa-mola com energia potencial elastica U(x).

Resumo do Sistema Massa-Mola

i
dU
F(x) = —— F(xo) =0
dx
, dU(xo)
F(x) = —kx U'(x) = dx 0

Calculando-se a segunda derivada de U(x), temos o seguinte resultado: U'(x) = k, ou
seja, U'(xy) = k.

U" (xo)

U(x) — Uy =T(x—xo)2

27



Energia Potencial do Sistema Massa-Mola

Sistema massa-mola com energia potencial elastica U(x).

%, Resumo do Sistema Massa-Mola

F(x) = —— F(xo) =0

dx
dUu
F(x) = —kx U'(xo) = d(;:O) =0

Substituindo-se U'(x,) = k na expressao abaixo, temos a seguinte equagéo.

U" (x0)
2!

(= x0)? = U() = Uy = = (x = x0)?

Ux)—U, = >

k
U(x) — Uy =§(x—x0)2

28




Energia Potencial do Sistema Massa-Mola

Sistema massa-mola com energia potencial elastica U(x).

A
fer

i Resumo do Sistema Massa-Mola
'I’g

— ¥ au
i =—— F(xo) =0
2 F(x) Ix 0

£
A
B

<
¥y

du
F(x) = —kx  U'(x) = d(;:O) =0

Escolhendo-se x, = 0 e U, = 0, temos o seguinte resultado.

k
U(x) =§x2

29



Energia Potencial do Complexo Proteina-Farmaco

Abaixo temos a estrutura tridimensional de uma proteina com destaque para alguns
atomos dos aminoacidos que formam sua estrutura.

A esquerda temos a visdo da proteina completa e a direita um zoom numa regido com
destaque para alguns atomos da cadeia lateral de um aminoacido. Podemos modelar
as interacdes intermoleculares entre os atomos da proteina e um ligante considerando
esta como se fosse um sistema massa-mola. 30



Energia Potencial do Complexo Proteina-Farmaco

Modelamos as interac6es de um ligante e uma proteina como um sistema massa-mola.

Proteina

£,5 : ‘
\/

Sistema Massa-Mola Sistema Molecular

O ligante interagindo com uma proteina pode ser um farmaco. Nessa abordagem,
vemos cada atomo da proteina como fixo (atomos a direita) e os atomos do farmaco
como livres para se moverem na extremidade de uma mola. Na figura acima, a esfera a
esquerda da mola representa um atomo do farmaco. O sistema molecular (proteina-
farmaco) é analogo ao sistema massa-mola mostrado a esquerda.

31



Energia Potencial do Complexo Proteina-Farmaco

Modelamos as interacdes de um ligante e uma proteina como um sistema massa-mola.

Sistema Massa-Mola Sistema Molecular

0

Modelando-se as interacdes entre os atomos como massas ligadas a molas, podemos
usar a equacao da energia potencial do sistema massa-mola para fazer uma estimativa
da energia potencial do farmaco interagindo com a proteina. Essa informacédo e
importante, pois esperamos que para um farmaco ser eficaz este deve estar bem
encaixado na sua proteina alvo. Quando melhor for o encaixe, menor sera a energia
potencial. Assim, a partir da analise da estrutura do farmaco em complexo com a
proteina, podemos calcular sua energia potencial e dizer se este é eficaz ou nao.

32



Energia Potencial do Complexo Proteina-Farmaco

Foi usando esse sistema simples que propusemos em 2020 um programa de
aprendizado de maquina que considera que as interacdes entre farmacos e proteinas
podem ser representadas por pequenas molas ligando os atomos do farmaco aos da
proteina ( ). O artigo teve grande repercussao e foi aceito para
ser capa da revista cientifica Journal of Computational Chemistry, mostrada abaixo.
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Energia Potencial do Complexo Proteina-Farmaco

Na figura abaixo vemos o sitio ativo de uma proteina interagindo com um farmaco. As
interacOes de cada atomo do farmaco podem ser modeladas como um sistema massa-
mola. Podemos imaginar minusculas molas representando as interacdes em cada par
de atomos, onde um atomo pertence a proteina e outro fica no farmaco. As distancias
indicadas proximas das molas representam as distancias de equilibrio da mola.

f C{‘..VY-’?\-%&\
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Energia Potencial do Complexo Proteina-Farmaco

A energia potencial U do sistema molecular pode ser expressa pela soma de cada
energia potencial dos pares de atomos. Por exemplo, para os pares de atomos de N e
C, temos a expressao Uy . para a energia potencial. Para os pares C e C, temos U .
Temos expressao similares para cada tipo de par de atomos representados na figura
abaixo. Os r’s representam as distancias entre os pares de atomos.

kne

Un -~ =
N,C >

Referéncia:

da Silva AD, Bitencourt-Ferreira G, de Azevedo WF Jr. Taba:

A Tool to Analyze the Binding Affinity. J Comput Chem. 2020

Jan 5;41(1):69-73. doi: 10.1002/jcc.26048. Epub 2019 Aug 13.

PMID: 31410856. 35



Energia Potencial do Complexo Proteina-Farmaco

As constantes elasticas (k) sao especificas para cada par de atomos, por exemplo, ke ¢
é para pares C e C. A energia potencial total sera a soma de cada contribuicdo dos
pares de atomos. Esse modelo simples mostrou um poder de previsao superior a outros
modelos computacionais mais complicados de se determinar ( ).

Kknc

UNC= 2 'nc dONC) dyye
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