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Resumo

Nesta aula iremos modelar o voo do foguete 

Aerobee 350. A família de foguetes Aerobee foi 

usada entre as décadas de 1940 e 1980 para 

voos suborbitais. O foguete Aerobee 350 podia 

atingir a altura de até 450 km e levar uma 

carga útil de até 227 kg 

(http://www.astronautix.com/a/aerobee350.html

). A modelagem do voo de um foguete objetiva 

ter um recurso (e.g., equação diferencial) para 

prever a performance e comportamento do 

foguete em condições de voo. Mesmo o uso de 

situações ideias, como quando usam a 

equação do foguete de Tsiolkovski, a 

modelagem matemática é útil para prever o 

quanto o comportamento real do sistema 

diverge de uma situação ideal. 
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Foguetes da família Aerobee no White Sands 

Missile Range Museum.

Fonte: 

https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/

a/aa/AerobeeHi.jpg

https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/a/aa/AerobeeHi.jpg
https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/a/aa/AerobeeHi.jpg


Resumo

Na modelagem do voo do Aerobee 350, iremos 

considerar que a força aerodinâmica de arrasto 

é proporcional ao quadrado da velocidade. 

Usaremos dados experimentais sobre o 

Aerobee 350 para determinarmos a velocidade 

atingida no início do voo, quando está 

acionado o primeiro estágio do foguete. 

Aplicaremos o método da separação de 

variáveis para a resolução da equação 

diferencial que modela o voo. Além da 

modelagem do voo, apresentaremos a 

biblioteca SymPy para resolução de equação 

diferenciais. O uso de recursos de computação 

algébrica é uma ferramenta fundamental para 

o estudo de modelagem de sistemas 

complexos.
Palavras-chave: Física; modelagem de sistemas; abstração; 

modelagem matemática; equação diferencial; equação diferencial 

linear; equações separáveis; problema de valor inicial; integração 

direta; frações parciais; funções hiperbólicas; tangente hiperbólica; 

força de arrasto; densidade de massa da atmosfera; área  de corte do 

foguete; coeficiente de arrasto; Aerobee; computação algébrica; 

Python; SymPy.
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Foguetes da família Aerobee no White Sands 

Missile Range Museum.

Fonte: 

https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/

a/aa/AerobeeHi.jpg
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Equação Separável

Vamos considerar uma equação diferencial de primeira ordem na forma padrão, como 

indicado abaixo.

A equação acima será chamada de equação separável se h(x,y) puder ser expressa 

como uma função f(x) e outra função g(y), como indicado a seguir.
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𝑑𝑦

𝑑𝑥
= ℎ(𝑥, 𝑦)

Variável dependente (ou função incógnita)

Variável independente

Função de x e y 

Equação diferencial na forma padrão

ℎ 𝑥, 𝑦 =
𝑓(𝑥)

𝑔(𝑦)

Função de x e y 
Função de x

Função de y



Equação Separável

Assim temos a seguinte equação diferencial separável.

Temos como condição que g(y) tem que ser diferente de zero.
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Variável dependente (ou função incógnita)

Variável independente

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑦)

Função de x

Função de y

𝑔 𝑦 ≠ 0



Equação Separável

Consideremos a equação diferencial abaixo.

Podemos apresentar a igualdade acima da seguinte forma.

Integrando ambos os lados da equação acima, temos o seguinte resultado.

Chegamos a expressão abaixo, onde C = C2 - C1.

Destacamos que
𝑑𝑦

𝑑𝑥
𝑑𝑥 = 𝑑𝑦. 

Veja que temos a separação de variáveis, onde o coeficiente de dy é função somente 

de y,  enquanto o coeficiente de dx é da variável x.
7

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑦)
𝑔 𝑦 ≠ 0

𝑔 𝑦
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑓 𝑥

න 𝑔 𝑦
𝑑𝑦

𝑑𝑥
𝑑𝑥 + 𝐶1 = න 𝑓 𝑥 𝑑𝑥 + 𝐶2

න 𝑔 𝑦 𝑑𝑦 = න 𝑓 𝑥 𝑑𝑥 + 𝐶



Equação Separável

Resumindo, considere a equação diferencial de primeira ordem de variáveis separáveis.

A solução da equação diferencial acima tem as seguintes integrais.
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𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑦)
𝑔 𝑦 ≠ 0

න 𝑔 𝑦 𝑑𝑦 = න 𝑓 𝑥 𝑑𝑥 + 𝐶



Exemplo de Aplicação

Resolva o problema de valor inicial usando a separação de variáveis para a seguinte 

equação diferencial, onde temos a seguinte condição inicial y(2) = 1. 

9

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 2𝑥𝑦2

CENGEL, Yunus A.; Palm III,

William J. Equações Diferenciais

(Portuguese Edition). Edição do

Kindle.

https://www.amazon.com.br/Equa%C3%A7%C3%B5es-Diferenciais-Yunus-Cengel-ebook/dp/B016WL7PC6/


Solução: Abaixo temos a classificação completa da equação diferencial que veremos a 

solução.
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Equação Diferencial

Variável dependente y

Variável independente x

Tipo EDO

Ordem Primeira

Linearidade da variável dependente Não linear

EDO: Equação diferencial ordinária

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 2𝑥𝑦2

Exemplo de Aplicação



Solução: Dividimos ambos os lados for y2 e impomos a condição de y  0.

Integramos ambos os lados da equação acima.

Ou seja, temos a seguinte solução geral.

Impondo a condição inicial, determinamos a constante de integração.

−1 =
1

22 + 𝐶
→ 4 + 𝐶1 = −1 → 𝐶1 = −5

Chegamos à seguinte solução.
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1

𝑦2

𝑑𝑦

𝑑𝑥
𝑑𝑥 = 2𝑥𝑑𝑥

න
𝑑𝑦

𝑦2
= න 2𝑥𝑑𝑥 + 𝐶1

𝑦 = −
1

𝑥2 + 𝐶1

𝑦 =
1

5 − 𝑥2

Exemplo de Aplicação



Solução:

Resumo

Para a equação diferencial abaixo,

Temos a seguinte solução geral

Abaixo temos a solução particular,
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𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 2𝑥𝑦2

𝑦 =
1

5 − 𝑥2 CENGEL, Yunus A.; Palm III,

William J. Equações Diferenciais

(Portuguese Edition). Edição do

Kindle.

Exemplo de Aplicação

𝑦 = −
1

𝑥2 + 𝐶1

https://www.amazon.com.br/Equa%C3%A7%C3%B5es-Diferenciais-Yunus-Cengel-ebook/dp/B016WL7PC6/


Há diversos pacotes pagos (Mathematica, MatLab, e Maple) e alguns gratuitos que são 

capazes de resolver equações diferenciais de forma algébrica (não de forma numérica). 

Um dos pacotes gratuitos é a biblioteca SymPy disponível para instalação no site: 

https://docs.sympy.org/latest/index.html .

Não é objetivo da disciplina realizar um treinamento no uso dessas ferramentas de 

computação algébrica. Agora é importante ter em mente que faz parte do conjunto de 

conhecimentos necessários para todos interessados no uso da matemática para 

modelar sistemas, a familiaridade com pelo menos um pacote (ou biblioteca) para 

resolução equações diferenciais usando o computador. Iremos ilustrar como exemplo a 

resolução da equação diferencial que acabamos de resolver.
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SymPy

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 2𝑥𝑦2



Para colocar a equação num código em Python com uso do pacote SymPy, precisamos 

apresentar a equação diferencial numa forma que o programa irá interpretá-la como 

uma equação diferencial.

Antes de mostrar o código que resolve a equação diferencial algebricamente, veremos 

como digitar a equação acima no código em Python. Chamaremos a variável para a 

qual será atribuída a equação diferencial de diffeq. A linha abaixo mostra a equação 

diferencial, as setas indicam o equivalente em Python na equação diferencial original.
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SymPy

diffeq = Eq(y(x).diff(x), 2*x*(y(x))**2)

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 2𝑥𝑦2

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 2𝑥𝑦2



Abaixo temos o código em Python para resolver a equação diferencial. As linhas que 

iniciam com # são comentários do código. O interpretador Python ignora as linhas de 

comentário.
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SymPy

# Import sympy

from sympy import *

# Define independent (x) and dependent (y) variables

x = symbols('x')

y = symbols('y', cls=Function)

# Define differential equation y'(x) = 2*x*(y(x))**2

diffeq = Eq(y(x).diff(x), 2*x*(y(x))**2)

# To solve the ODE, pass it and the function to solve to dsolve()

gsol = dsolve(diffeq, y(x))

# Show the general solution of the ODE

print(gsol)



A primeira linha em destaque importa a biblioteca SymPy para o código em Python. Na 

sequência definimos a variável independente x e a variável dependente y.
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SymPy

# Import sympy

from sympy import *

# Define independent (x) and dependent (y) variables

x = symbols('x')

y = symbols('y', cls=Function)

# Define differential equation y'(x) = 2*x*(y(x))**2

diffeq = Eq(y(x).diff(x), 2*x*(y(x))**2)

# To solve the ODE, pass it and the function to solve to dsolve()

gsol = dsolve(diffeq, y(x))

# Show the general solution of the ODE

print(gsol)



Agora definimos a equação diferencial (diffeq), como vimos anteriormente. O comando 

dsolve() resolve a equação diferencial e atribui o resultado à variável gsol. Por último, 

mostramos a solução geral da equação diferencial com o print().
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SymPy

# Import sympy

from sympy import *

# Define independent (x) and dependent (y) variables

x = symbols('x')

y = symbols('y', cls=Function)

# Define differential equation y'(x) = 2*x*(y(x))**2

diffeq = Eq(y(x).diff(x), 2*x*(y(x))**2)

# To solve the ODE, pass it and the function to solve to dsolve()

gsol = dsolve(diffeq, y(x))

# Show the general solution of the ODE

print(gsol)



Abaixo temos o resultado da execução do código example_01.py disponível na pasta 

zipada relacionada a esta aula. Se você abrir um terminal de comando (prompt de 

comando) e for na pasta onde está o código example_01.py e digitar o comando abaixo 

(primeira linha) o programa mostrará a solução da equação diferencial. Vamos 

comparar a resposta do programa com o nosso resultado obtido previamente.

Tente traçar um paralelo entre a equação mostrada pelo programa e a solução analítica 

que você obteve. O trecho de código visto pode ser “reciclado” para resolver outras 

equações diferenciais. Se você for programar para uma equação com o mesmo par de 

variáveis independente e dependente (x,y) só é necessário mudar a linha que tem o 

diffeq.
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SymPy

python example_01.py

Eq(y(x), -1/(C1 + x**2))

𝑦 = −
1

𝑥2 + 𝐶1

Linha de comando digitada no terminal

Resultado gerado pelo programa



Como segundo exemplo, vamos considerar a equação do movimento unidimensional de 

uma partícula com aceleração constante (a) e velocidade inicial v0.

A equação diferencial é a seguinte.

Na equação acima temos v0 = 5,0 m/s e a = 1,0 m/s2. A nova equação diferencial tem a 

seguinte forma (precisamos atribuir os valores numéricos de v0 e a).
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SymPy

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑣0 + 𝑎𝑡

diffeq = Eq(x(t).diff(t), 5.0+t)

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 5.0 + 𝑡



Abaixo temos o código completo (example_02.py). Veja que tivemos de redefinir as 

variáveis independente (t) e dependente (x).
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SymPy

# Import sympy

from sympy import *

# Define independent (x) and dependent (y) variables

t = symbols('t')

x = symbols('x', cls=Function)

# Define differential equation dx/dt = v0 + a*t

v0 = 5.0

a = 1.0

diffeq = Eq(x(t).diff(t), v0 + a*t)

# To solve the ODE, pass it and the function to solve for to 

dsolve()

gsol = dsolve(diffeq, x(t))

# Show the general solution of the ODE

print(gsol)



Abaixo temos o resultado da execução do código example_02.py disponível na pasta 

zipada relacionada a esta aula. Como você deve conhecer a solução da equação 

diferencial, verifique a resposta do programa. 

O que a constante C1 representa fisicamente?
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SymPy

python example_02.py

Eq(x(t), C1 + 0.5*t**2 + 5.0*t)

Mais informações sobre o 

uso do SymPy estão 

disponíveis no site: 

https://docs.sympy.org/latest/t

utorials/intro-

tutorial/solvers.html

https://docs.sympy.org/latest/tutorials/intro-tutorial/solvers.html
https://docs.sympy.org/latest/tutorials/intro-tutorial/solvers.html
https://docs.sympy.org/latest/tutorials/intro-tutorial/solvers.html
https://docs.sympy.org/latest/tutorials/intro-tutorial/solvers.html


O Aerobee 350 é um foguete de dois estágios que foi 

usado para levar uma equipamentos científicos a 

uma altura de até 450 km. Para a modelagem do voo 

do Aerobee 350, iremos considerar que a força 

aerodinâmica de arrasto D é dada pela seguinte 

equação: D = ρCDAv2/2, onde ρ é densidade de 

massa da atmosfera; A, a área de corte do foguete 

(área perpendicular ao fluxo); e CD, o coeficiente de 

arrasto. (a) Elabore um modelo que indique a 

variação da velocidade em função do tempo. (b) 

Determine a velocidade do Aerobee 350 depois de 

2,5 s de funcionamento do booster (primeiro 

estágio). 

Fontes: http://www.astronautix.com/a/aerobee.html 

https://www.designation-systems.net/dusrm/n-2.html 

https://space.skyrocket.de/doc_lau_fam/aerobee.htm 

https://www.wikiwand.com/pt/Aerobee#Aerobee_350 

https://airandspace.si.edu/collection-objects/rocket-sounding-

aerobee-350/nasm_A19970609000 
22

Primeiro voo do Aerobee 350.

Fonte:

https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Aero

bee_350_first_full_flight_test,_18_June_1965

.jpg

Voo do Foguete Aerobee 350

https://www.rocketreviews.com/unknown-aerobee-350.html
http://www.astronautix.com/a/aerobee.html
https://www.designation-systems.net/dusrm/n-2.html
https://space.skyrocket.de/doc_lau_fam/aerobee.htm
https://www.wikiwand.com/pt/Aerobee#Aerobee_350
https://airandspace.si.edu/collection-objects/rocket-sounding-aerobee-350/nasm_A19970609000
https://airandspace.si.edu/collection-objects/rocket-sounding-aerobee-350/nasm_A19970609000
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Aerobee_350_first_full_flight_test,_18_June_1965.jpg
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Aerobee_350_first_full_flight_test,_18_June_1965.jpg
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Aerobee_350_first_full_flight_test,_18_June_1965.jpg


Solução

23Figura modificada a partir de original disponível em https://wsmrmuseum.com/wp-content/uploads/2022/01/LC-35-Report-July-2017.pdf

Voo do Foguete Aerobee 350

Dados do Aerobee 350

Empuxo (T): 217 kN

Massa na decolagem (m):  3.839 kg

Diâmetro (d): 0,56 m

Comprimento total (L): 15,90 m

Coeficiente de arrasto (CD): 0,4

Tempo de funcionamento do booster (t): 2,5 s

Fonte: http://www.astronautix.com/a/aerobee.html 
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Solução
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Voo do Foguete Aerobee 350

A área de corte (A) é A = r2. Assim temos a seguinte área.

A = r2 = (0,28)2= 0,2463 m2  

Para altitudes mais baixas da atmosfera temos ρ = 1,204 kg/m3. 

Usando os valores vistos, temos que a função do arrasto fica da 

seguinte forma.

Assim, a força de arrasto, em newtons, pode ser expressa  como 

D = 0,05931 v2, com a velocidade expressa em metros por 

segundo (m/s).

𝐷 =
𝜌𝐶𝐷𝐴

2
𝑣2 =

1,204 . 0,4 . 0,2463

2
𝑣2

𝐷 = 0,05931 𝑣2
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Figura modificada a partir de original disponível em https://www.rocketreviews.com/unknown-aerobee-350.html 

https://wsmrmuseum.com/wp-content/uploads/2022/01/LC-35-Report-July-2017.pdf
https://www.rocketreviews.com/unknown-aerobee-350.html


Solução
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Voo do Foguete Aerobee 350

Iremos considerar o deslocamento vertical do foguete (sistema 

Aerobee 350), como indicado no desenho ao lado. 

Temos atuando no foguete a força de arrasto (D), a força 

gravitacional (Fg) e a força de empuxo do foguete (T). 

Consideramos que a massa do foguete é constante no início do 

voo (durante os 2,5 s de acionamento do primeiro estágio), uma 

hipótese irrealista, mas para uma aproximação inicial é válida.
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Figura modificada a partir de original disponível em https://www.rocketreviews.com/unknown-aerobee-350.html 

https://wsmrmuseum.com/wp-content/uploads/2022/01/LC-35-Report-July-2017.pdf
https://www.rocketreviews.com/unknown-aerobee-350.html


Solução
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Nosso objetivo é modelar o voo do Aerobee 350. Assim, nosso 

sistema é o foguete e as forças que atuam nele. Aplicando a 

segunda lei de Newton, temos que somatória das forças atuando 

no sistema Aerobee 300A é igual à massa vezes a aceleração.

Podemos simplificar as constantes da equação diferencial, como 

indicado abaixo.

𝑚𝑎 = 𝑚
𝑑𝑣

𝑑𝑡
= 𝑇 − 𝐹𝑔 − 𝐷

𝑚
𝑑𝑣

𝑑𝑡
= 𝑇 − 𝑚𝑔 −

1

2
𝜌𝐶𝐷𝐴𝑣2

𝑑𝑣

𝑑𝑡
=

𝑇

𝑚
− 𝑔 −

1

2𝑚
𝜌𝐶𝐷𝐴𝑣2

Voo do Foguete Aerobee 350
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𝑑𝑣

𝑑𝑡
= 𝐵 − 𝐶𝑣2

𝐵 =
𝑇

𝑚
− 𝑔 𝐶 =

1

2𝑚
𝜌𝐶𝐷𝐴

𝑑𝑣

𝐵 − 𝐶𝑣2
= 𝑑𝑡

Chegamos à seguinte equação diferencial de primeira ordem. A 

equação é separável.

Onde temos as seguintes definições.

A equação 1 é equivalente à equação diferencial com variáveis 

separadas indicadas a seguir.

Equação 1

Equação 2
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𝑑𝑣

𝐵 − 𝐶𝑣2
= 𝑑𝑡

න
𝑑𝑣

𝐵 − 𝐶𝑣2
= 𝑡 + 𝐶1 →

1

𝐵
න

𝑑𝑣

1 −
𝐶
𝐵

𝑣2
= 𝑡 + 𝐶1

න
𝑑𝑣

𝐵 − 𝐶𝑣2
= න 𝑑𝑡 + 𝐶1

1

𝐵

𝐵

𝐶
න

𝑑𝑢

1 − 𝑢2
= 𝑡 + 𝐶1

Com as variáveis separadas, temos a seguinte expressão.

Agora faremos a integração da expressão abaixo.

A integral da direita é trivial e é igual a t, nosso desafio está na 

integral da esquerda.

Fazemos 𝑢 =
𝐶

𝐵
𝑣 → 𝑑𝑢 =

𝐶

𝐵
𝑑𝑣
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1

𝐵

𝐵

𝐶
න

𝑑𝑢

1 − 𝑢2
= 𝑡 + 𝐶1

Rearranjando as constantes que multiplicam a integral, temos o 

resultado abaixo.

Iremos chamar a integral de I e resolver a integral para depois 

substituir na equação 3.

1

𝐵𝐶
න

𝑑𝑢

1 − 𝑢2
= 𝑡 + 𝐶1

𝐼 = න
𝑑𝑢

1 − 𝑢2 Equação 4

Equação 3
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𝐼 = න
𝑑𝑢

1 − 𝑢2

1

1 − 𝑢2
=

1

1 + 𝑢 1 − 𝑢
=

𝐴

1 + 𝑢
+

𝐵

1 − 𝑢

=
𝐴 1 − 𝑢

1 + 𝑢 1 − 𝑢
+

𝐵 1 + 𝑢

1 + 𝑢 1 − 𝑢

Resolveremos a equação da integral sem usar a tabela de 

integrais. Essa dedução é o exercício proposto 50 do capítulo 7 

(seção 7.5) do livro Anton, Howard; Bivens, Irl; Davis, Stephen. 

Cálculo - V1 (Portuguese Edition) (p. 522). Edição do Kindle. 

Vamos resolver a integral I abaixo por meio de frações parciais.

Isolando o integrando, vemos que podemos separar em frações, 

como detalhado a seguir.

Equação 4
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1 = 𝐴 1 − 𝑢 + 𝐵 1 + 𝑢 = 𝐴 − 𝑢𝐴 + 𝐵 + 𝑢𝐵

1 = 𝑢 𝐵 − 𝐴 + 𝐴 + 𝐵 → 𝐴 = 𝐵 =
1

2

1

1 − 𝑢2
=

1

2

1

1 + 𝑢
+

1

1 − 𝑢

Analisando-se o numerador das frações, temos o seguinte 

resultado.

Voltando às frações, só que agora com as frações separadas.

Equação 5
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𝐼 = න
𝑑𝑢

1 − 𝑢2
=

1

2
න

𝑑𝑢

1 + 𝑢
+ න

𝑑𝑢

1 − 𝑢

Substituímos a equação 5 na equação 4.

Agora temos uma expressão facilmente integrável.

𝐼 = න
𝑑𝑢

1 − 𝑢2 Equação 4

1

1 − 𝑢2
=

1

2

1

1 + 𝑢
+

1

1 − 𝑢
Equação 5
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𝐼 =
1

2
ln 1 + 𝑢 − ln 1 − 𝑢 + 𝐶′

𝐼 =
1

2
ln

1 + 𝑢

1 − 𝑢
+ 𝐶′

Usamos as integrais das frações.

Resolvemos a integral I, como indicado na equação 6.

𝐼 = න
𝑑𝑢

1 − 𝑢2
=

1

2
න

𝑑𝑢

1 + 𝑢
+ න

𝑑𝑢

1 − 𝑢

Equação 6
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Substituímos a equação 6 na equação 3.

Temos o resultado abaixo para o lado esquerdo da equação 3.

Onde 𝐶2 =
𝐶′

𝐵𝐶

1

𝐵𝐶
න

𝑑𝑢

1 − 𝑢2
= 𝑡 + 𝐶1 Equação 3

𝐼 =
1

2
ln

1 + 𝑢

1 − 𝑢
+ 𝐶′ Equação 6

1

𝐵𝐶
න

𝑑𝑢

1 − 𝑢2
=

1

2 𝐵𝐶
ln

1 + 𝑢

1 − 𝑢
+ 𝐶2
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Igualando-se os dois lados da equação 3, temos.

Trabalhando as constantes de integração, chegamos à expressão 

abaixo (C3 = C1 – C2).

Depois de alguma manipulação algébrica, chegamos à expressão 

abaixo.

Com 𝐶4 = 2 𝐶3 𝐵𝐶

1

2 𝐵𝐶
ln

1 + 𝑢

1 − 𝑢
+ 𝐶2 = 𝑡 + 𝐶1

1

2 𝐵𝐶
ln

1 + 𝑢

1 − 𝑢
= 𝑡 + 𝐶3
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Considerando a equação abaixo, podemos eliminar o ln.

Aplicando o exponencial dos dois lados da equação acima, 

chegamos ao resultado abaixo, onde 𝐶5 = ±𝑒𝐶4.

Considerando-se as condições iniciais v = 0 (ou u = 0) para t = 0, 

temos a determinação da constante de integração C5.

1 + 𝑢

1 − 𝑢
= 𝐶5𝑒2 𝐵𝐶𝑡
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ln
1 + 𝑢

1 − 𝑢
= 2 𝐵𝐶𝑡 + 𝐶4

1 + 0

1 − 0
= 𝐶5𝑒0 → 𝐶5 = 1
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Considerando-se que C5 = 1, temos a seguinte expressão.

Isolando o u da expressão acima, chegamos à seguinte equação.

1 + 𝑢

1 − 𝑢
= 𝑒2 𝐵𝐶𝑡 → 1 + 𝑢 = 𝑒2 𝐵𝐶𝑡 − 𝑢𝑒2 𝐵𝐶𝑡

𝑢 1 + 𝑒2 𝐵𝐶𝑡 = 𝑒2 𝐵𝐶𝑡 − 1

Voo do Foguete Aerobee 350

𝑢 =
𝑒2 𝐵𝐶𝑡 − 1

𝑒2 𝐵𝐶𝑡 + 1
Equação 7
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Vamos revisar o conceito de funções hiperbólicas. Veja a seção 

6.9 do livro Anton, Howard; Bivens, Irl; Davis, Stephen. Cálculo - 

V1 (Portuguese Edition) (p. 474). Edição do Kindle. Podemos 

expressar a exponencial de x como a soma de uma função par e 

uma função ímpar, como indicado na expressão abaixo.

Definimos a função par como o cosseno hiperbólico (cosh x) e a 

função ímpar sendo o seno hiperbólico (sinh x). A partir do seno e 

cosseno hiperbólico podemos definir todas as funções 

hiperbólicas (e.g.; tgh x).

𝑒𝑥 =
𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥

2
+

𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥

2

cosℎ 𝑥 =
𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥

2
sinℎ 𝑥 =

𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥

2

tgℎ 𝑥 =
𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥

𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥
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Analisando-se a expressão da tgh x, podemos rearranjar os 

termos para chegar a uma função útil.

Multiplicamos o numerador e denominador do lado direito da 

expressão acima por ex
.

tgℎ 𝑥 =
𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥

𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥

tgℎ 𝑥 =
𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥

𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥
=

𝑒𝑥 𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥

𝑒𝑥 𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥

tgℎ 𝑥 =
𝑒2𝑥 − 1

𝑒2𝑥 + 1
Equação 8
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Agora podemos usar a equação 8 para expressar a equação 7 

na forma de uma tangente hiperbólica.

Assim temos o seguinte resultado. 

tgℎ 𝑥 =
𝑒2𝑥 − 1

𝑒2𝑥 + 1
Equação 8

𝑢 =
𝑒2 𝐵𝐶𝑡 − 1

𝑒2 𝐵𝐶𝑡 + 1
Equação 7

𝑢 =
𝑒2 𝐵𝐶𝑡 − 1

𝑒2 𝐵𝐶𝑡 + 1
= tgh 𝐵𝐶 𝑡

𝑢 = tgh 𝐵𝐶 𝑡 Equação 9
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a) Agora podemos expressar nosso resultado com a velocidade e 

os parâmetros anteriores à mudança de variáveis.

Chegamos à expressão da velocidade em função do tempo.

Onde 

𝑢 = tgh 𝐵𝐶𝑡 Equação 9

𝐵 =
𝑇

𝑚
− 𝑔 𝐶 =

1

2𝑚
𝜌𝐶𝐷

𝑢 =
𝐶

𝐵
𝑣

𝐶

𝐵
𝑣 = tgh 𝐵𝐶𝑡 → 𝑣 =

𝐵

𝐶
tgh 𝐵𝐶𝑡

𝑣 =
𝐵

𝐶
tgh 𝐵𝐶𝑡 Equação 10
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b) A velocidade para t = 2,5 s pode ser calculada pela equação 

10. Incialmente calculamos B e C.

𝐵 =
𝑇

𝑚
− 𝑔 =

217000 𝑁

3839 𝑘𝑔
− 9,8

𝑚

𝑠2
= 46,725 𝑚/𝑠2

𝐶 =
1

2𝑚
𝜌𝐶𝐷𝐴 =

0,0593𝑘𝑔/𝑚

3839 𝑘𝑔
= 1,545. 10−5𝑚−1

𝑣 = 1.739,04. tgh 0,067171 = 116,6 𝑚/𝑠

𝐵𝐶 𝑡 = 46,725.1,545. 10−5. 2,5 = 0,067171

𝐵

𝐶
=

46,725

1,545. 10−5
= 1.739,04 𝑚/𝑠

Voo do Foguete Aerobee 350

Dados do Aerobee 350

Empuxo (T): 217 kN

Massa na decolagem (m):  3.839 kg

Diâmetro (d): 0,56 m

Comprimento total (L): 15,90 m

Coeficiente de arrasto (CD): 0,4

𝐷 = 0,05931 𝑣2
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b) Abaixo temos o gráfico de v vs. t para os primeiros 50 s de voo. 

O gráfico é só para fins de análise teórica, o primeiro estágio do 

Aerobee 350 só funciona por 2,5 s.

Gráfico gerado pelo programa aerobee_500.py

Voo do Foguete Aerobee 350

S
is

te
m

a
 A

e
ro

b
e

e
 3

5
0

v

T

Fg

T

D

v

Diagrama de 

corpo livre

m

Figura modificada a partir de original disponível em https://www.rocketreviews.com/unknown-aerobee-350.html 

https://wsmrmuseum.com/wp-content/uploads/2022/01/LC-35-Report-July-2017.pdf
https://www.rocketreviews.com/unknown-aerobee-350.html


Lista de Exercícios 4

1) Instale o Python no seu computador por meio da distribuição Anaconda que inclui as principais 

bibliotecas de computação científica. Site da distribuição Anaconda: 

https://www.anaconda.com/download

2) Resolva analiticamente as equações diferenciais indicadas abaixo. Implemente o código 

usando SymPy para a resolução das equações diferenciais. Para cada solução gerada pelo 

SymPy, identifique a constante de integração.

44

Equação Definição do sistema Constantes

Movimento unidimensional de 

uma partícula com aceleração 

constante.  Estudo da 
velocidade.

a = 1,0 m/s2

Movimento balístico com o 

estudo da coordenada y.

v0 = 30,0 m/s, 0 = 45o;

g = 9,8 m/s2

Voo do ônibus especial. Estudo 

da velocidade.

a0 =  8,302 m/s2; a1 =  -

0,08874  m/s3; 

a2 =  1,6836.10-4 m/s4

𝑑𝑣

𝑑𝑡
= 𝑎

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑣0 sin 𝜃0 − 𝑔𝑡

𝑑𝑣

𝑑𝑡
=  𝑎0 + 𝑎1𝑡 + 𝑎2𝑡2

https://www.anaconda.com/download


Lista de Exercícios 4

3) A tabela abaixo traz dados de diversos foguetes da família Aerobee. Use a equação 10 e 

determine a velocidade depois de 2,5 s de funcionamento do foguete. Entre todos os foguetes 

calculados, qual tem maior velocidade depois de 2,5 s? 
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Versão Empuxo (kN) Massa total (kg) Diâmetro (m)

Aerobee RTV-N-8 11,5 745,0 0,38

Aerobee Hi 11,7 930,0 0,38

Aerobee 75 7,0 400,0 0,35

Aerobee 100 17,8 770,0 0,38

Aerobee 150 18,0 930,0 0,38

Aerobee 150A 18,0 900,0 0,38

Aerobee 170 225,0 1270,0 0,42

Aerobee 170A 217,0 1270,0 0,42

Aerobee 200 225 ,0 1600,0 0,42

Aerobee 300 18,0 983,0 0,38

Alguns foguetes da série Aerobee.

Fonte:

https://arc.aiaa.org/doi/abs/10.2514/6.2

004-3337

Fontes: https://www.designation-systems.net/dusrm/n-2.html

https://web.archive.org/web/20160820134110/http://www.astronautix.com/a/aerobee.ht

ml

https://www.designation-systems.net/dusrm/n-2.html
https://web.archive.org/web/20160820134110/http:/www.astronautix.com/a/aerobee.html
https://web.archive.org/web/20160820134110/http:/www.astronautix.com/a/aerobee.html
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4) A partir do gráfico ao lado 

(gerado pelo programa 

aerobee_family.py), 

identifique a curva de 

velocidade de cada um dos 

foguetes da série Aerobee 

da tabela do exercício 3.
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Fontes: https://www.designation-systems.net/dusrm/n-2.html

https://web.archive.org/web/20160820134110/http://www.astronautix.com/a/aerobee.html

https://wsmrmuseum.com/wp-content/uploads/2022/01/LC-35-Report-July-2017.pdf

https://wsmrmuseum.com/wp-content/uploads/2022/01/LC-35-Report-July-2017.pdf
https://www.designation-systems.net/dusrm/n-2.html
https://web.archive.org/web/20160820134110/http:/www.astronautix.com/a/aerobee.html
https://wsmrmuseum.com/wp-content/uploads/2022/01/LC-35-Report-July-2017.pdf
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