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Resumo

Nesta aula veremos as classificações de 

equações diferenciais. Essa informação será 

útil no direcionamento dos métodos que 

usaremos para resolução das equações 

diferenciais. Iremos fazer a resolução do 

sistema massa-mola onde resolveremos a por 

integração direta fazendo uso de substituição 

trigonométrica. Destaco uma aplicação do 

sistema massa-mola para estudar as 

interações intermoleculares envolvendo 

proteínas e fármacos.

Palavras-chave: Física; modelagem de sistemas; abstração; 

modelagem matemática; equação diferencial; equação diferencial 

linear; separação de variáveis; substituição trigonométrica; problema 

de valor inicial; valores de contorno; segunda lei de Newton; sistema 

massa-mola, aprendizado de máquina.
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Classificação de Equações Diferenciais

Quando modelamos um sistema a partir de uma equação que envolve derivadas, temos 

uma equação diferencial, como a indicada abaixo.

Na equação acima temos a taxa de variação de x com relação ao tempo que depende 

da velocidade inicial (v0) e do tempo (t) multiplicado por uma constante (a aceleração). A 

variável x é chamada variável dependente e a variável t é a variável independente. As 

constantes a e v0 são os coeficientes da equação diferencial.

4

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑣0 + 𝑎𝑡



Classificação de Equações Diferenciais

A equação diferencial a seguir tem a variável dependente u em função das variáveis 

independentes x e y.

As equações que envolvem somente uma variável independente são equações 

diferenciais ordinárias. Quando temos mais de uma variável independente, temos 

uma equação diferencial parcial, como a indicada acima.

A ordem da equação diferencial é dada pela mais alta derivada. A equação abaixo é de 

segunda ordem. As duas equações anteriores são de primeira ordem.
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𝜕𝑢

𝜕𝑥
−
𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 𝑥 − 2𝑦

𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
= 𝑎



Classificação de Equações Diferenciais

Outra característica que analisamos nas equações diferenciais é a linearidade da 

variável dependente. Consideremos que a variável dependente seja y, se não temos 

na equação grau maior que um para a variável dependente (y), dizemos que a equação 

diferencial é linear. Qualquer outro grau maior que um, classifica a equação diferencial 

como não linear. No exemplo abaixo, temos uma equação diferencial ordinária de 

segunda ordem não linear com variável dependente y e variável independente x.

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
+ 𝑦3 = 0

Ela é não linear devido ao termo y3.

A equação a seguir é uma equação diferencial ordinária de primeira ordem com 

𝑡3
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑡3 + 𝑥

Veja que não temos para x grau maior que um. Para a variável independente (t), 

podemos ter qualquer grau. O que define a linearidade é o grau da variável dependente.
6



Classificação de Equações Diferenciais

A seguir temos uma série de equações diferenciais. Usando a notação vista, identifique 

as variáveis dependente e independente e as classifique. Use o exemplo resolvido 

como modelo.

7

Equação Diferencial 𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
− 2𝑥

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 2𝑦 = 0

Variável dependente y

Variável independente x

Tipo EDO

Ordem Segunda

Linearidade da variável dependente Linear

EDO: Equação diferencial ordinária

EDP: Equação diferencial parcial



Classificação de Equações Diferenciais
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Equação Diferencial
5
𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
+ 4

𝑑𝑥

𝑑𝑡
+ 9𝑥 = 2 cos3𝑡

Variável dependente x

Variável independente t

Tipo EDO

Ordem Segunda

Linearidade da variável dependente Linear

EDO: Equação diferencial ordinária

EDP: Equação diferencial parcial



Classificação de Equações Diferenciais
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Equação Diferencial 𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
= 0

Variável dependente u

Variáveis independentes x, y

Tipo EDP

Ordem Segunda

Linearidade da variável dependente Linear

EDO: Equação diferencial ordinária

EDP: Equação diferencial parcial



Classificação de Equações Diferenciais
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Equação Diferencial 𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
𝑦 2 − 3𝑥

𝑥 1 − 3𝑦

Variável dependente y

Variável independente x

Tipo EDO

Ordem Primeira

Linearidade da variável dependente Linear

EDO: Equação diferencial ordinária

EDP: Equação diferencial parcial



Classificação de Equações Diferenciais
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Equação Diferencial 𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑘 4 − 𝑥 1 − 𝑥  onde k é constante

Variável dependente x

Variável independente t

Tipo EDO

Ordem Primeira

Linearidade da variável dependente Não linear

EDO: Equação diferencial ordinária

EDP: Equação diferencial parcial



Classificação de Equações Diferenciais
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Equação Diferencial
𝑦 1 +

𝑑𝑦

𝑑𝑥

2
= 𝐶 onde C é constante

Variável dependente y

Variável independente x

Tipo EDO

Ordem Primeira

Linearidade da variável dependente Não linear

EDO: Equação diferencial ordinária

EDP: Equação diferencial parcial



Classificação de Equações Diferenciais
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Equação Diferencial
1 − 𝑦

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
+ 2𝑥

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 0

Variável dependente y

Variável independente x

Tipo EDO

Ordem Segunda

Linearidade da variável dependente Não linear

EDO: Equação diferencial ordinária

EDP: Equação diferencial parcial



Classificação de Equações Diferenciais
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Equação Diferencial 𝑑𝑝

𝑑𝑡
= 𝑘𝑝 𝑃 − 𝑝  onde k e P são constantes

Variável dependente p

Variável independente t

Tipo EDO

Ordem Primeira

Linearidade da variável dependente Não linear

EDO: Equação diferencial ordinária

EDP: Equação diferencial parcial



Classificação de Equações Diferenciais
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Equação Diferencial
8
𝑑4𝑦

𝑑𝑥4
= 𝑥 1 − 𝑥

Variável dependente y

Variável independente x

Tipo EDO

Ordem Quarta

Linearidade da variável dependente Linear

EDO: Equação diferencial ordinária

EDP: Equação diferencial parcial



Classificação de Equações Diferenciais
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Equação Diferencial 𝑥
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
+

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑥𝑦 =0

Variável dependente y

Variável independente x

Tipo EDO

Ordem Segunda

Linearidade da variável dependente Linear

EDO: Equação diferencial ordinária

EDP: Equação diferencial parcial



Classificação de Equações Diferenciais
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Equação Diferencial 𝜕𝑁

𝜕𝑡
=

𝜕2𝑁

𝜕𝑟2
+

1

𝑟

𝜕𝑁

𝜕𝑟
+ 𝑘𝑁 onde k é constante

Variável dependente N

Variáveis independentes t, r

Tipo EDP

Ordem Segunda

Linearidade da variável dependente Linear

EDO: Equação diferencial ordinária

EDP: Equação diferencial parcial



Classificação de Equações Diferenciais
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Equação Diferencial 𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
− 0,1 1 − 𝑦2

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 9𝑦 =0

Variável dependente y

Variável independente x

Tipo EDO

Ordem Segunda

Linearidade da variável dependente Não Linear

EDO: Equação diferencial ordinária

EDP: Equação diferencial parcial



Notação

As expressões y′, y″, y′′′, y(4),..., y(n) normalmente representam as derivadas primeira, 

segunda, terceira, quarta,...,enésima de y em relação à variável independente 

considerada. Assim, y″ representa d2y/dx2 se a variável independente for x, mas 

representa d2y/dp2 se a variável independente for p. 

Observe o uso dos parênteses em y(n) para distingui-la da enésima potência, yn. Se a 

variável independente for o tempo (t), as  linhas são, em geral, substituídas por pontos. 

Assim, ÿ representa d2y/dt2.
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𝑦′′ =
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
𝑦′′′ =

𝑑3𝑦

𝑑𝑝3

ሷ𝑥 =
𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
ഺ𝑥 =

𝑑3𝑥

𝑑𝑡3



Soluções de Equações Diferenciais

Uma solução de uma equação diferencial na variável dependente y (função incógnita y) 

e na variável independente x no intervalo I é uma função y(x) que satisfaz a equação 

diferencial identicamente para todo x em I.

Exemplo 1: y(x) = c1 sen 2x + c2 cos 2x, com constantes arbitrárias c1 e c2, é solução de 

y″ + 4y = 0? 

Solução

  y’ = 2c1 cos 2x - 2c2 sen 2x

  y″ = -4c1 sen 2x - 4c2 cos 2x

Substituindo-se na equação diferencial, temos o seguinte resultado.

 -4c1 sen 2x - 4c2 cos 2x + 4(c1 sen 2x + c2 cos 2x) =

 -4c1 sen 2x - 4c2 cos 2x + 4c1 sen 2x + 4c2 cos 2x = 0

Provamos que y(x) = c1 sen 2x + c2 cos 2x satisfaz a equação diferencial para todos os 

valores de x e é uma  solução no intervalo (–, ). 

A solução : y(x) = c1 sen 2x + c2 cos 2x é uma solução geral da equação diferencial. 

Se fixarmos os valores de c1 = 5 e c2 = -3, temos uma solução particular da equação 

diferencial (y(x) = 5sen 2x - 3cos 2x).

20



Soluções de Equações Diferenciais

Exemplo 2: Mostre que y = ln x é solução de xy″ + y′ = 0 em I = (0, ), mas não é 

solução em I = (-,). 

Solução

y’ = 1/x  e  y’’ = -1/x2

Substituindo-se na equação diferencial, temos o seguinte resultado.

x(-1/x2) + 1/x = -1/x + 1/x = 0

Assim, y = ln x é solução em (0,). Note que y = ln x não pode ser solução em (–, ), 

pois o logaritmo não é definido para números negativos e zero. 

21



Problemas de Valores Iniciais e Valores de Contorno

Uma equação diferencial juntamente com condições auxiliares sobre a função incógnita 

(variável dependente) e suas derivadas (todas especificadas para o mesmo valor da 

variável independente), constituem um problema de valores iniciais. As condições 

auxiliares são condições iniciais. Se as condições auxiliares são especificadas para 

mais de um valor da variável independente, temos um problema de valores de 

contorno e as condições são condições de  contorno. 

Exemplo 3: O problema y″ + 2y′ = ex; y() = 1, y′() = 2 é um problema de valores 

iniciais porque as duas condições auxiliares são especificadas para x = . O problema 

y″ + 2y′ = ex; y(0) = 1, y(1) = 1 é um problema de valores de contorno, pois ambas as 

condições auxiliares são especificadas para valores distintos x = 0 e x = 1.

22

Uma solução de um problema de valores 

iniciais ou de valores de contorno é uma 

função y(x) que, simultaneamente, resolve 

a equação diferencial e satisfaz todas as 

condições auxiliares especificadas. 



Sistema Massa-Mola

Exemplo 4: Sistema massa-mola

No sistema massa-mola temos uma massa ligada a uma mola, que está fixa numa das 

extremidades e ligada a um bloco que está apoiado numa superfície sem atrito. O bloco 

oscila sem atrito. A mola tem constante elástica k. Quando o bloco está na posição xo, 

a força elástica da mola (F(x)) é zero (F(x0) = 0). 

Determine a expressão para posição x(t) para a massa do sistema massa-mola.

Use 2ª lei de Newton.
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𝐹 𝑥 = −
𝑑𝑈

𝑑𝑥

Resumo do Sistema Massa-Mola

𝐹 𝑥 = −𝑘𝑥

𝐹 𝑥0 = 0

𝑈′ 𝑥0 =
𝑑𝑈 𝑥0
𝑑𝑥

= 0



Sistema Massa-Mola (Solução)

24

𝐹𝑟𝑒𝑠 = 𝑚𝑎 (Segunda Lei de Newton)

Aplicando-se a segunda lei de Newton ao sistema massa-mola, temos a seguinte 

expressão.

Indicando a força exercida pela mola, temos o seguinte resultado.

−𝑘𝑥 = 𝑚𝑎

k: constante elástica da mola (N/m)

m: massa (Kg)

a: aceleração (m/s2) 
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−𝑘𝑥 = 𝑚𝑎 → 𝑚
𝑑𝑣

𝑑𝑡
= −𝑘𝑥

Temos a seguinte equação diferencial para 

o sistema massa-mola.

Podemos usar a seguinte relação:

𝑑𝑣

𝑑𝑡
=
𝑑𝑥

𝑑𝑥

𝑑𝑣

𝑑𝑡
=
𝑑𝑥

𝑑𝑡

𝑑𝑣

𝑑𝑥
= 𝑣

𝑑𝑣

𝑑𝑥

𝑚
𝑑𝑣

𝑑𝑡
= −𝑘𝑥 →

𝑑𝑣

𝑑𝑡
= −

𝑘

𝑚
𝑥

Ou seja, temos a seguinte expressão para a derivada da velocidade em relação ao 

tempo.

𝑑𝑣

𝑑𝑡
= 𝑣

𝑑𝑣

𝑑𝑥

(Equação 1)

(Equação 2)

Sistema Massa-Mola (Solução)

A partir da segunda lei de Newton, temos a seguinte equação diferencial.
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Podemos substituir a equação 1 na 

equação 2, como segue.

𝑑𝑣

𝑑𝑡
= 𝑣

𝑑𝑣

𝑑𝑥
(Equação 2)

𝑑𝑣

𝑑𝑡
= −

𝑘

𝑚
𝑥 (Equação 1)

𝑣
𝑑𝑣

𝑑𝑥
= −

𝑘

𝑚
𝑥 → 𝑣𝑑𝑣 = −

𝑘

𝑚
𝑥dx

Integramos ambos os lados da equação acima,

න

0

𝑣

𝑣𝑑𝑣 = −
𝑘

𝑚
න

𝑥0

𝑥

𝑥𝑑𝑥 →
𝑣2

2
= −

𝑘𝑥2

2𝑚
+
𝑘𝑥0

2

2𝑚
𝑣2 =

𝑘

𝑚
𝑥0
2 − 𝑥2

Sistema Massa-Mola (Solução)
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Mais algumas manipulações, chegamos a 

uma nova expressão.

A nova equação diferencial tem a seguinte forma:

𝑣2 =
𝑘

𝑚
𝑥0
2 − 𝑥2 𝑣 = ±

𝑘

𝑚
𝑥0
2 − 𝑥2

𝑣 = ±
𝑘

𝑚
𝑥0
2 − 𝑥2

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= ±

𝑘

𝑚
𝑥0
2 − 𝑥2 (Equação 3)

Sistema Massa-Mola (Solução)
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Agora resolvemos a nova equação 

diferencial.

Isolando-se as variáveis, temos a seguinte expressão:

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= ±

𝑘

𝑚
𝑥0
2 − 𝑥2 (Equação 3)

𝑑𝑥

𝑥0
2 − 𝑥2

= ±
𝑘

𝑚
𝑑𝑡 (Equação 4)

Sistema Massa-Mola (Solução)
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Para resolver a integral, usamos uma 

substituição trigonométrica x = x0cos.

Substituindo-se a equação (5) na equação (4), temos a seguinte expressão.

𝑑𝑥 = −𝑥0 sin 𝜃 𝑑𝜃 (Equação 5)

𝑑𝑥

𝑥0
2 − 𝑥2

= ±
𝑘

𝑚
𝑑𝑡 (Equação 4)

න

0

𝜃
−𝑥0 sin 𝜃 𝑑𝜃

𝑥0
2 − 𝑥0

2 cos 𝜃 2

= ±
𝑘

𝑚
𝑡න

𝑥0

𝑥 𝑑𝑥

𝑥0
2 − 𝑥2

= ±
𝑘

𝑚
න
0

𝑡

𝑑𝑡

−න

0

𝜃

𝑑𝜃 = ±
𝑘

𝑚
𝑡 → 𝜃 = ∓

𝑘

𝑚
𝑡

Usamos: 𝑥0 1 − cos 𝜃 2 = 𝑥0 sin 𝜃
(Equação 6)

Sistema Massa-Mola (Solução)
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Inserimos a equação 6 na substituição 

trigonométrica (x = x0cos) e chegamos ao 

seguinte resultado.

𝜃 = ∓
𝑘

𝑚
𝑡 (Equação 6)

𝑥 = 𝑥0 cos 𝜃 = 𝑥0 cos
𝑘

𝑚
𝑡

𝑥 𝑡 = 𝑥0 cos
𝑘

𝑚
𝑡

A solução da equação diferencial é a seguinte expressão.

Sistema Massa-Mola (Solução)



Sistema massa-mola com energia potencial elástica U(x).

Resumindo-se, para o nosso sistema massa-mola a posição x(t) da massa m tem a 

expressão indicada à direita.

31

𝐹 𝑥 = −
𝑑𝑈

𝑑𝑥

Resumo do Sistema Massa-Mola

𝐹 𝑥 = −𝑘𝑥

𝐹 𝑥0 = 0

𝑈′ 𝑥0 =
𝑑𝑈 𝑥0
𝑑𝑥

= 0

𝑥 𝑡 = 𝑥0 cos
𝑘

𝑚
𝑡

Sistema Massa-Mola (Solução)

𝑑𝑣

𝑑𝑡
= −

𝑘

𝑚
𝑥
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Foi usando o sistema massa-mola simples que propusemos em 2020 um programa de 

aprendizado de máquina que considera que as interações entre fármacos e proteínas 

podem ser representadas por pequenas molas ligando os átomos do fármaco aos da 

proteína (da Silva AD et al., 2020). O artigo teve grande repercussão e foi aceito para 

ser capa da revista científica Journal of Computational Chemistry, mostrada abaixo.

 

Referência:

da Silva AD, Bitencourt-Ferreira G, de Azevedo WF Jr. Taba: 

A Tool to Analyze the Binding Affinity. J Comput Chem. 2020 

Jan 5;41(1):69-73. doi: 10.1002/jcc.26048. Epub 2019 Aug 13. 

PMID: 31410856.

Sistema Massa-Mola (Aplicação)

https://pubmed.ncbi.nlm.nih.gov/31410856/
https://onlinelibrary.wiley.com/doi/10.1002/jcc.26048
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Na figura abaixo vemos o sítio ativo de uma proteína interagindo com um fármaco. As 

interações de cada átomo do fármaco podem ser modeladas como um sistema massa-

mola. Podemos imaginar minúsculas molas representando as interações em cada par 

de átomos, onde um átomo pertence à proteína e outro fica no fármaco. As distâncias 

indicadas próximas das molas representam as distâncias de equilíbrio da mola.

 

Referência:

da Silva AD, Bitencourt-Ferreira G, de Azevedo WF Jr. Taba: 

A Tool to Analyze the Binding Affinity. J Comput Chem. 2020 

Jan 5;41(1):69-73. doi: 10.1002/jcc.26048. Epub 2019 Aug 13. 
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Lista de Exercícios 2

1. Determine se y(x) = 2e –x + xe–x é uma solução de y″ + 2y′ + y = 0.

2. Mostre que y = 1/(x2 – 1) é solução de y′ + 2xy2 = 0 em I = (–1, 1), mas não é solução em 

nenhum outro intervalo maior contendo I.  

3. Determine se qualquer uma das funções (a) y1 = sen 2x, (b) y2(x) = x ou 

(c) y3 =(1/2) sen 2x é solução do  problema de valor inicial y″ + 4y = 0; com y(0) = 0, y′(0) = 1. 

4. Determine uma solução para o problema de valores de contorno 

y″ + 4y = 0; y(/8) = 0, y(/6) = 1, considerando a solução geral da equação diferencial como sendo 

y(x) = c1 sen 2x + c2 cos 2x. 

5. Especifique uma solução para o problema de valores de contorno y″ + 4y = 0; 

y(0) = 1, y( /2) = 2 considerando a solução geral da equação diferencial como sendo y(x) = c1 sen 

2x + c2 cos 2x. 

6. Determine c1 e c2 de modo que y(x) = c1 sen 2x +c2 cos 2x + 1 satisfaça as condições y(/8) = 0, 

y′(/8) = 2. 

7. Determine c1 e c2 de modo que y(x) = c1e
2x + c2e

x + 2 sen x satisfaça as condições y(0) = 0 e 

y′(0) = 1. 
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