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Pdx +Qdy =0

Nesta aula focaremos numa abordagem geral
para tratar as equacoes diferenciais ordinarias
de primeira ordem e veremos alguns exemplos.
Estudaremos equacdes diferenciais passiveis
de solugao pelos seguintes meétodos:
separacao de variaveis, fator integrante,
equacoes diferenciais homogéneas, método de
substituicao (equacbes de Bernoulli) e
equacoes exatas. Além de resolvermos
analiticamente as equacdes diferencias,
apresentaremos a solugcao por computacao
algeébrica.

Palavras-chave: fisica matematica; equacdo diferencial ordinaria;
métodos de separagdo de variaveis; método do fator integrante;
métodos de substituicdo; equagbes homogéneas; equagdes de
Bernoulli; equagdes exatas; equacgbes separaveis; integracédo direta;

Arthur C. Clark; The Wind from the Sun; espagonave Diana; vento
solar; Breakthrough Starshot; computagéao algébrica; Python; SymPy.



https://www.sympy.org/en/index.html

Visao Geral

Vimos até agora um conjunto de métodos para a resolucido de equacoes diferenciais

ordinarias de primeira ordem (EDOPQ). De uma forma geral, podemos seguir 0s

seguintes passos para a resolucao de equacdes diferenciais de primeira ordem.

e A EDOPO ¢é separavel? Se for, separamos as variaveis e procedemos com a
integragao.

d
e AEDOPO pode ser expressa da forma a seguir? d_y + P(x)y = Q(x)
X
Se puder, temos uma EDOPO linear e usamos o0 método do fator integrante.

e Se a EDOPO pode ser escrita na forma diferencial (P(x,y)dx + Q(x,y)dy = 0),
verificamos a condicao de exatidao: 9P  90Q

dy 0x
Satisfazendo a condigao acima, usamos o método para EDOPO exata.

(EDOPO Exata)

e Se a EDOPO néao for separavel, linear, nem exata verificamos se ha alguma
substituicdo possivel que a transforme numa equagdo que segue as formas
anteriores, por exemplo € uma EDOPO homogénea? dy

a=6(§) :




Viséo Geral

Os passos descritos
anteriormente podem ser
colocados como um

fluxograma descrito ao £ Separdvel? SR Integrag&o
lado.
E Linear? Método do
Fator Integrante
E Exata? Método para
EDOPO Exata
, _ Aplicar
EDOPO: Equagéo Ha Substituigdo
diferencial ordinaria de —_—— (e.g., EDOPO
primeira ordem S Homogénea)
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Visao Geral

Na sequéncia veremos a resolucido de cinco exemplos que cobrem os métodos de
separacao de variaveis, fator integrante, equacgdes diferenciais homogéneas, método de
substituicdo (equacdes de Bernoulli) e equacbes exatas. Além de resolvermos
analiticamente as equacdes diferencias dos exemplos, apresentaremos o codigo para
resolucao com computagao algébrica usando a biblioteca SymPly.

Z/‘ SymP
dx Syr'nz:-li: Mat henZii:s Python Library
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No livro de Arthur C. Clark “The Wind from
the Sun” de 1963 o autor descreve a
espaconave Diana movida pelo vento
solar. Considere que a espagonave tem
uma vela de aluminio que fornece uma
aceleracao constante de a = 0,001 g,
onde g = 9,8 m/s2. Suponha que a

espaconave Diana comega sua jornada

com velocidade inicial zero (v, = 0 para t =

0). Simultaneamente ao langamento da 'ARTHUR C

espaconave Diana é disparado um projétil

que viaja em linha reta com velocidade de
0,1 ¢ (um décimo da velocidade da luz, ¢
=3 x 108 m/s).

‘One of the truly prophetic figures of the space age’ \

New Yorker

The Wind from
the Sun



Determine quanto tempo demora para que
a espacgonave Diana alcance o projétil e

qual a distancia percorrida. Desconsidere i
os efeitos relativisticos e parta da ARTHUR C. CLARKE

expressdo da aceleragdo (dv/dt = a) igual  [FEs THE WIND

a uma constante, no caso a = 0,001 g : . g

para obter a equacédo diferencial. Resolva Jik FROM Wy
as equacoes diferenciais (para velocidade T | '
e posicdo) e determine os parametros THE SUN

solicitados.

- Differential Fonte:

| Equations sissmse, .

| comumemomooane EDWARDS, C. Henry; PENNEY, David E,;
|

| \\/& CALVIS, David. Differential Equations and

/ ~"" Boundary Value Problems: Computing and

S " | Modeling (p. 17) (Exercicio 43). Pearson
\ Education. Edi¢édo do Kindle.

\

\

\ A

A\
W ‘\/

\~/
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Exemplo 1 (Solug¢ao)

Partimos da expressao a = 0,001 g. Colocando-se na forma de uma equacao
diferencial, temos a expressao abaixo.

% = 0,001g (Equacéo 1.1)

A analise da equacao diferencial acima indica que podemos aplicar o método de
separagao de variaveis, como segue.

dv = (0,001g)dt
Integrando-se ambos os lados da equagao acima, temos o seguinte resultado.

v t
j dv' = (0,00lg)j dt' - v—v, =(0,001g)t
0

Vo

v =1v,+ (0,001g)t (Equacéo 1.2)

Como precisamos da analise da distancia percorrida (x), temos que expressar o
resultado acima como uma nova equacao diferencial (Equacao 1.3), como segue.
dx (Equacéao 1.3)

= — = v, + (0,001g)t
v dt vO ( g) 9



Exemplo 1 (Solug¢ao)

Para resolver a equacao diferencial 1.3, recorremos novamente ao método de
separacao de variaveis e integrarmos ambos os lados da expressao a direita.

X
V== + (0,001g9)t - dx = [vy + (0,001 g)t]dt

o Lo £ 0,001g
f dxzvofdt +(O,001g)ftdt=x—x0=v0t+ > t
X0 0 0

Rearranjando-se os termos da expressao acima a direita, temos o resultado abaixo.

0,001g
2

t2 (Equacao 1.4)

X =Xg+ Vot +

Agora podemos voltar as condicdes do problema e determinar quanto tempo demora
para que a espaconave Diana alcance o projetil e a distancia percorrida.
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Exemplo 1 (Solug¢ao)

Consideramos que o projétil esta com velocidade constante (v = 0,7 ¢), ou seja, sua
aceleracao ¢é zero. A partir da expressao da posicao para o movimento com velocidade
constante, podemos determinar a posi¢ao do projeétil (x,,,), como indicado a seguir.

Xproj = X0+ vt =xp+ (0,1c)t -

Xproj = (0,1c)t

(Equacao 1.5)

Para a posigao da espagonave Diana (x,,,,) voltamos a equacido 1.4 e usamos as
condicOes estabelecidas pelo problema.

0,001g

£2
2

X =Xg+ Vot +

0,001g

Xpiana = 0+ 0t + 5

t? >

XDiana

0,001g

t2

(Equacao 1.4)

(Equacéao 1.6)

11



Exemplo 1 (Solug¢ao)

A partir das equacdes 1.5 e 1.6 podemos determinar o tempo que demora para que a
espaconave Diana alcance o projétil, como segue.

Xproj = (0,1c)t

0,001g
XDiana = 5 t*

(Equacao 1.5)

(Equacao 1.6)

Igualando-se as equacgdes 1.5 e 1.6, temos o0 seguinte resultado.

0,001g
2

Xproj = XDpiana (0,1c)t =

t2 >

0,2c

t

= —
0,001g

200c
t =
9

(Equacao 1.7)

Substituindo-se os valores das constantes ¢ e g na equagao 1.7, temos o seguinte

valor para tempo.

o 200c 200 x 3 x 10%°m/s
g 9,8m/s?

= 6,122 x 10%s

12



Exemplo 1 (Solugao)

Para determinarmos a distancia percorrida pela espaconave Diana até alcancar o
projétil, basta substituirmos o tempo t = 6,122 x 10° s na equacao 1.6, como segue.

0,001 )
XDiana = > J t* (Equacao 1.6)
0,001 0,001 X 9,8m/s?
Xpiana =~ g (6,122 x 10%s)? = > /

Xpiang = 49 X 1073 x 37,48 x 1018m = 183,6 x 101°m

Xpiana = 1,836 X 1017m

13



Exemplo 1 (Solug¢ao)

Abaixo temos o cdédigo em Python para resolver a equacgao diferencial 1.1.

d .
d_1t] = 0,001y (Equacéo 1.1)

# Import sympy
from sympy import *

# Define independent (t) and dependent (v) variables
t = symbols('t')
v = symbols('v', cls=Function)

# Define differential equation dv/dt = 0.001*g
g = 9.8
diffeq = Egq(v(t).diff(t), 0.001*g )

# To solve the ODE, pass it and the function to solve for to dsolve()
gsol = dsolve(diffeq, v (t))

# Show the general solution of the ODE
print (gsol)

14



Exemplo 1 (Solugao)

A seguir temos o resultado da execugao do codigo example _01a.py disponivel na pasta
zipada relacionada a esta aula.

Linha de comando digitada no terminal

python example Ola.py

Eqg( )

Linha de resultado gerado pelo codigo

v =1v,+ (0,001g)t

A resposta do SymPy é equivalente a solugéo geral obtida (v = vy + (0,001g)t ), onde
C1év,.

15
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Exemplo 1 (Solug¢ao)

O exemplo 1 tem duas equacdes diferenciais, segue o cdédigo em Python para resolver

a equacao diferencial 1.3. dx

v=—-=vot (0,0019)t (Equagao 1.3)

# Import sympy
from sympy import *

# Define independent (t) and dependent (x) variables
t = symbols('t')
x = symbols('x', cls=Function)

# Define differential equation dx/dt = v0 + 0.001*g*t
v0,g = 0.0,9.8
diffeq = Eq(x(t).diff(t),v0 + 0.001*g*t)

# To solve the ODE, pass it and the function to solve for to dsolve()
gsol = dsolve(diffeqg, x(t))

# Show the general solution of the ODE
print (gsol)

16



Exemplo 1 (Solugao)

Segue o resultado da execucgao do codigo example 01b.py.

Linha de comando digitada no terminal

python example 0lb.py

Eqg(

Linha de resultado gerado pelo codigo

X = xg + Vot + 0,0049 t2

A resposta do SymPy é equivalente a solugdo analitica x = xy + vt + 0,0049t%, onde
C1 é x,. Nao temos a forma explicita para o termo v,t, pois colocamos v, = 0 como
condigao inicial no codigo em Python.

17
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Breakthrough Starshot

No dia 4 de outubro de 1957 a
humanidade comecou sua aventura
espacial com o langcamento do primeiro
satélite artificial, o Sputnik. Em seguida
(12/04/1961) tomamos um  passo
audacioso, e colocamos o0 primeiro
humano no espaco, o cosmonauta Yuri
Gagarin a bordo da espaconave Vostok 1.
No dia 20 de julho de 1969 chegamos a
Lua, com um pequeno passo para um
homem e um salto gigantesco para a
humanidade o astronauta Neil Armstrong
tornou-se o primeiro homem a pisar no
nosso satélite natural.

Sonda movida por feixe de luz (concepgao artistica).
Fonte: https://breakthroughinitiatives.org/i/image3.jpg

18
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Breakthrough Starshot

Os proximos passos parecem que estao
demorando mais, comparado com o0s
avancgos tecnoldgicos das decadas de
1950 e 1960. Mesmo desacelerando,
esperamos nas proximas deécadas
chegarmos a Marte e aos outros planetas
do sistema solar. Esse seria o limite da
atual tecnologia de foguetes a
combustiveis solidos ou liquidos. A
chegada a outros sistemas solares
precisa de novas tecnologias. Um dos
cenarios possiveis € usar espagonaves
com propulsdao a luz. Esse projeto
(chamado de Breakthrough Starshot)

envolve nanossondas (nanoprobes) que Sonda movida por feixe de luz (concepgao artistica).

terao como propulsdo um feixe de luz Fonte: -
https://en.wikipedia.org/wiki/Breakthrough_Starshot#/m

baseado em Terra e uma vela para edia/File:Solar_Sail_(14914129324).jpg

receber o empurrdo dos fotons. O feixe de

luz foca a vela da sonda e espera-se

atingir altissimas velocidades com essa 19
tecnoloaqia.


https://breakthroughinitiatives.org/initiative/3
https://en.wikipedia.org/wiki/Breakthrough_Starshot#/media/File:Solar_Sail_(14914129324).jpg
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Breakthrough Starshot

A proposta do projeto Breakthrough
Starshot prevé uma velocidade de entre
0,15 c a 0,20 c (c é a velocidade da luz)
(Lubin, Philip (2016). A Roadmap to
Interstellar Flight. Journal of the British
Interplanetary Society. 69: 40.
arXiv:1604.01356). A  partir  dessa
tecnologia espera-se que uma viagem
para a Proxima Centauri demore 20 anos.
Um possivel alvo dessa jornada € o
exoplaneta Proxima Centauri b que esta
na zona habitavel da Proxima Centauri.
Diversos cientistas aceitaram o desafio e
participam de propostas com objetivo de

avancar o desenvolvimento de novos Sonda movida por feixe de luz (concepgao artistica).
sistemas de propulsdo. O projeto Fonte: | o

T https://news.ucsb.edu/sites/default/files/images/2015/La
Breakthrough Starshot objetiva ser%20Sail%20Adrian%20Mann.jpg

demonstrar o conceito de nanossondas

impulsionadas por feixes de luz e

estabelecer as bases para o langamento 20
de naves com destino a Alfa Centauri.


https://breakthroughinitiatives.org/initiative/3
https://arxiv.org/abs/1604.01356
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Resolva o problema de valor inicial para y(0) = -1 para a equacao diferencial indicada a

seqguir.
Differential
dy 11 _x Elllyg{iunnls?s:n:g:szns
— — e — e 3 h\ /\ \MPIHIN AND MODELIN

©  Edards Penney Caivis

X
Resposta: y = %(ex — 33e‘§)
EDWARDS, C. Henry; PENNEY, David E;
CALVIS, David. Differential Equations and
Boundary Value Problems: Computing and
Modeling (p. 48). Pearson Education. Edi¢gdo do
Kindle.

21



https://www.amazon.com.br/Differential-Equations-Boundary-Value-Problems-ebook/dp/B09PRMC44L/

Exemplo 2 (Solugao)

Vemos que a equacao diferencial € uma equacéao diferencial linear e pode ser resolvida
pelo método do fator integrante.

L _y="__¢"3 (Equacgao 2.1)

Comparando-se a equacao acima pela expressao geral de uma equacao diferencial
linear, identificamos P(x) e Q(x), como indicado a seguir.

dy 11 x

Ix + P(x)y = Q(x) P(x) = —1 0(x) = Ee_§

Procedemos com a determinagao do fator integrante .

/,t=ef_1dx — X

22



Exemplo 2 (Solug¢ao)

Agora multiplicamos ambos os lados da equacao 2.1 pelo fator integrante.

ﬂ —y = Ee? (Equacao 2.1) U= el 1% — o—x
dx 8
d 11 _x d(e™ 11 x  d(e™* 11 _4x
e_xd—i}—e_xy — e_xge 3 - (dxy) = 3 e_xe 3 - ( xy) = 3 e 3
Rearranjando-se os termos, chegamos ao seguinte resultado.
11 _4x
d(e ™y) = ge 3 dx

Agora integramos ambos os lados da expressao acima.

_ 11 [ _4x _ 11/ 3\ _4x
jd(e xy)=—je 3dx e *y=—|—=]e 3 +C

8 8 4
e Xy = —ﬁe_%x +C-y= —ﬁe_%xex + Ce”*
32 32
33 _x
y = _3—23 34+ Ce”* (Equacéo 2.2)




Exemplo 2 (Solugao)

A partir das condigdes iniciais (y(0) = -1), temos 0 seguinte resultado.

33 x .
y=-35¢ 3+ Ce (Equacéo 2.2)
1 53 _%+C 0 1 33+C C 33 1-C 1
—-] = — — - -] = —— - = — — - = —
32 ¢ ¢ 32 32 32
- 1
32

Assim chegamos a seguinte expressao.

—33‘§+1x—1(" 33"%
Y= 732 " T3¢ T3¢ ¢
1(x X
Yy =35€ —33e 3 (Equacao 2.3)
24




Exemplo 2 (Solug¢ao)

O cddigo em Python para resolver a equacao diferencial 2.1 esta descrito abaixo.

L y=_"_0,"3 (Equacgao 2.1)

# Import sympy
from sympy import *

# Define independent (x) and dependent (y) variables
X = symbols ('x")
y = symbols('y', cls=Function)

# Define differential equation dy/dx -y = (11/8) *exp(-x/3)
diffeq = Eq(y(x).diff(x)-y(x), (11/8) *exp (-x/3) )

# To solve the ODE, pass it and the function to solve for to dsolve()
gsol = dsolve(diffeq, y(x))

# Show the general solution of the ODE
print (gsol)

25



Exemplo 2 (Solugao)

Depois de executado o codigo example 02.py, temos a resposta indicada abaixo.

Linha de comando digitada no terminal

python example 02.py

Eqg(

Linha de resultado gerado pelo codigo

Yy = 323 e

A resposta do SymPy € equivalente a solugdo analitica. Temos as seguintes
equivaléncias entre o resultado do SymPy e a solucdo analitica: C1 é C, -
0.333333333333333*x € -x/3 e - 1.03125 ¢ -33/32.

26
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Resolva o problema de valor inicial para y(x,) = 0 e x, >0 (considere a equacao
homogénea).

dy it Resposta: y = x sin (ln xi)
0
X— = y -|— \/xz _— yz EDWARDS, C. Henry; PENNEY, David E,;
dx CALVIS, David. Differential Equations and

Boundary Value Problems: Computing and
Modeling (p. 61). Pearson Education. Edicdo do
Kindle.

©  Edards Penney Caivis
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Exemplo 3 (Solugao)

A equacao diferencial abaixo € homogénea, e iremos usar a substituicao v = y/x para
sua solucao.

x——y+w/x2—y (Equacéo 3.1)

Dividindo-se ambos os lados da equacgao acima por x, temos o resultado abaixo.

dy y 1 ——— dy y Y\
dx ;-I_; X _’E‘er 1_(x)

Substituindo-se v = y/x, temos a expressao a seguir.

ﬂ — v 41— p2 (Equacao 3.2)
dx
Aplicando-se a regra da derivada do produto (xv), temos o resultado seguinte.
y dy dx dv |dy dv
v=;—>y=xv—>a=av+xdx—>dx—v+xa (Equacéo 3.3)

28



Exemplo 3 (Solugao)

A partir das equacgoes 3.2 e 3.3, temos a seguinte expressao.

Q — v 441 =2 (Equacao 3.2)
dx
dy dv
2Vt X (Equacéo 3.3)
dv dv .
v+ 1—v2=v+xa—>\/1—v2=xa (Equagao 3.4)

Separando-se as variaveis da equacao 3.4, temos o resultado abaixo.

dv dx

= Equacao 3.5




Exemplo 3 (Solugao)

Agora integramos ambos os lados da equacao 3.5.

dv. dx
V1= 2 T x (Equacao 3.5)
dv dx -
f— = | — > arcsenv =Ilnx + C (Equagao 3.6)
V1 —v? X

N&o precisamos colocar /In |x|, pois x > 0 proximo de x = x, Considerando-se as
condigoes iniciais (y(x,) = 0 e v = 0), temos.

arcsen(0) =0=Inx,+C - C = —Inx, (Equacéo 3.7)

Rearranjando os termos da equacao 3.6 e inserindo-se a constante C (equagao 3.7),
chegamos ao resultado abaixo.

X
v=sen(Inx —Inx,) » v =sen (ln x_) (Equacéo 3.8)
0

Usando a substituicido inicial v = y/x, temos.

X X «
Y _ sen (ln —> -y = x sen (ln —> (Equagao 3.9)
X X0 X0

30




Exemplo 3 (Solugao)

O cddigo em Python abaixo implementa a solugao da equacao diferencial 3.4.

[1 — p2 = x@ (Equacao 3.4)

dx

# Import sympy
from sympy import *

# Define independent (x) and dependent (v) variables
x = symbols('x")
v = symbols('v', cls=Function)

# Define differential equation x*(dv/dx) = sqrt(l - v**2)
diffeq = Eg(x*v(x).diff(x), sqgrt(l - v(x)**2))

# To solve the ODE, pass it and the function to solve for to dsolve()
gsol = dsolve(diffeqg, v (x))

# Show the general solution of the ODE
print (gsol)
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Exemplo 3 (Solugao)

ApOs a execugao do codigo em Python, temos o resultado da solugao da equacao
diferencial.

Linha de comando digitada no terminal

python example 03.py

Eqg(

Linha de resultado gerado pelo codigo
v =sen(Inx — Inx,)

O resultado gerado pelo SymPy € equivalente a solucao analitica obtida anteriormente.
Vemos que In x, € a constante C1 da solu¢ao gerada pelo codigo.

Uma observacgao sobre a notacio usada pelo SymPy, o log(x) da resposta do programa
€ o logaritmo natural (/n(x)).
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Exemplo 4

Resolva analiticamente a equacgao diferencial indicada abaixo (considere a equacgao de
Bernoulli e ache a solugao geral).

A== M | Resposta: v-2 = X — L + Ce-10%
4y = > 3 DIFERENCIAIS @ P Y =370
—L 5y =—=xy

dx 2 NAGLE, R. Kent. Equagdes Diferenciais (p. 56)
(Portuguese Edition). Edigdo do Kindle.
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Exemplo 4 (Solucgao)

A equacao diferencial abaixo € de Bernoulli com n = 3, P(x) = -5 e Q(x) = -(5/2)x, para
resolver a equagao diferencial, dividimos ambos os lados por y?3.

dy qy = 5

dx Y= 2 4 (Equacao 4.1)
1d 5 5 ~
73 dic] — 2 = — Ex (Equacgao 4.2)

O préoximo passo é fazer a substituicao v = y’", ou seja v = y2. Tomando-se a derivada
de v, temos a expressao abaixo.

dv dy |dy y3 dv

—_— = -3 = — — A
dx 2y dx | dx 2 dx (Equagao 4.3)

34



Exemplo 4 (Solucgao)

Igualando-se as equacgées 4.2 e 4.3, temos o resultado indicado abaixo.

1dy 5 5

y3dx y? 2"

dy  y>dv

dx 2 dx

ldy 5 5 y3 dv

5

y3dx y2 2 _>_2y3dx_y2

1dv+5 5 1dv+5
—_——_— —_— T — _— ——_— —
2dx T y2 2" T 2dx 7Y

5
2

X —

(Equacgao 4.2)
(Equacao 4.3)
5 1dv N 5 5
= —— X > ——4 — = —
2% T 2dx "y 27
dv
Ix + 10v =5x | (Equacédo 4.4)

A equacao 4.4 é linear e podemos resolver pelo método do fator integrante.
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Exemplo 4 (Solucgao)

Agora determinamos o fator integrante (x) da equagao 4.4.

dv
ax T 10v=5x (Equagso 4.4)
°= ol P(Xdx _ ,[10dx _ ,10x

Multiplicando-se ambos os lados da equacao 4.4 por u temos a expressao abaixo.

dv dv d(el0%y
1+ 10v = 5x — e19%* _— 4 10pel0* = 5xel0x ( )
dx dx T

= 5xel0%

Rearranjando-se os termos, chegamos a seguinte integral.

d(610xv)
dx

= 5xel%* - d(el®p) = 5xel%dx - f d(el®*p) =5 ] xel%%dx
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Exemplo 4 (Solugao)

Procedemos com a solugao da integral. A integral do lado esquerdo é trivial. Para a
resolucao da integral do lado direito, usaremos o0 método de integracao por partes.

jd(eloxv) = SJxeloxdx fxeloxdx = fudv = uv—jvdu

Onde temos os seguintes termos.

u=x-du=dx dv=elox—>v=ielox
10
b 1 b 1
Judv = uv—jvdu =E€10x_ﬁ e10% gy =E310x_melox

Assim chegamos ao seguinte resultado.

X 1
jd(eloxv) =5 j xel%dx — el%py =5 (—elox — —elox> +C

10 100
X x 1
elev — Eele _ 2_Oelox +C -y = E _ 2_0 + Ce—le (Equagéo 4.5)
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Exemplo 4 (Solugao)

Retornando a variavel y, temos o seguinte resultado.

x 1
-2 _ =~ ~10x
y o= 2 20 +Ce (Equacgao 4.6)
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Exemplo 4 (Solugao)

A equacao diferencial 4.4 esta implementada no codigo em Python abaixo.

d ~
d_v + 10v = 5x (Equagao 4.4)
X

# Import sympy
from sympy import *

# Define independent (x) and dependent (v) variables
x = symbols('x")
v = symbols('v', cls=Function)

# Define differential equation dv/dx + 10*v = 5%*x
diffeqg = Eg(v(x).diff(x) + 10*v(x), 5*x )

# To solve the ODE, pass it and the function to solve for to dsolve()
gsol = dsolve(diffeqg, v (x))

# Show the general solution of the ODE
print (gsol)
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Exemplo 4 (Solugao)

Ao executarmos o codigo example 04.py, temos a resposta indicada abaixo.

Linha de comando digitada no terminal

python example 04.py

Eqg(

X 1 Linha de resultado gerado pelo codigo

__ —10x
% > 20+Ce

O SymPy gera uma resposta equivalente a solugdo analitica obtida pelo método do
fator integrante. Na solucéo analitica, o C € equivalente ao C7 da solugao gerada pelo
codigo.
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Resolva analiticamente a equacao diferencial indicada abaixo (considere a equacao
exata e encontre a solugao geral implicita).

(6xy — y3)dx + (4y + 3x%2 — 3xy?)dy =0

: Eafljggfonrgal Resposta: 3x2y —xy3 + 2y2 =C

| cowmewwone « | EDWARDS, C. Henry; PENNEY, David E.;
CALVIS, David. Differential Equations and
Boundary Value Problems: Computing and
Modeling (p. 67). Pearson Education. Edicdo do
Kindle.

©  Edards Penney Caivis
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Exemplo 5 (Solucgao)

Inicialmente verificamos se a equacgao diferencial abaixo é exata. Confirmando-se que
ela é exata, usamos o0 método de resolucio indicado.

(6xy — y3)dx + (4y + 3x? — 3xy?)dy = 0 (Equacao 5.1)
P(x,y) Qx, y)
Temos os seguintes P(x,y) e Q(x,y).
P(x,y) = 6xy — y3 Q(x,y) = 4y + 3x% — 3xy?

A condigao de exatidao € a seguinte.

dP 00 dP , 2Q 5
= — = — — =6x—3
dy 0x dy 6x — 3y 0x Y

Ou seja, a equacao diferencial é exata.
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Exemplo 5 (Solugao)

Como a equacao diferencial abaixo € exata, podemos aplicar o método de resolucao
de equacoes diferenciais exatas, como indicado a seguir.

(6xy — y3)dx + (4y + 3x? — 3xy?)dy = 0 (Equacao 5.1)
P(x,y) Q(x,y)

Resolveremos as seguintes expressdes para obtermos F(x,y), a solucao geral implicita
da equacao diferencial exata.

F(x,y) = f P(x, y)dx + g(3)

F(x,y) = j (e, y)dy + h(x)
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Exemplo 5 (Solugao)

A partir das equagdes abaixo, temos os seguintes resultados.

i

F(x,y) = | P(x,y)dx + g(y)

F(x,y) = j QCx, y)dy + h(x)

F(x,y) = f(6xy —y3)dx + g(y) =

F(x,y) = 3x%y —xy* + g(y)

3x%y —xy? + g(y)

(Equacao 5.2)

F(x,y) = J(4y + 3x2% — 3xy?)dy + h(x) = 2y? + 3x%y — xy3 + h(x)

F(x,y) = 2y% + 3x%y — xy> + h(x)

(Equacao 5.3)

Comparando as equagdes 5.2 e 5.2 vemos que g(y) = 2y? + C, e h(x) = 0. Assim temos

a seguinte solucgao.

gy) =2y*+ ¢

44



Exemplo 5 (Solugao)

Comparando as equagdes 5.2 € 5.2 vemos que g(y) = 2y? + C, e h(x) = 0.

F(x,y) = 3x*y —xy> + g(y) (Equagdo 5.2)

F(x,y) = 2y* 4+ 3x*y — xy*> + h(x) (Equacdo 5.3)

Assim temos os seguintes resultados.

gy) =2y*+ ¢ h(y) = C,

Na solucao geral implicita incorporamos as constantes de integracdo em C, como
indicado abaixo.

3x%y —xy? + 2y =C (Equacéo 5.4)
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Exemplo 5 (Solugao)

O caodigo para resolugao da equacao diferencial 5.1 esta disponivel na pasta de codigos
relacionados a aula (example 05.py). Como a sua execucdao € bem demorada em
computadores convencionais (podemos demorar dias), ndo recomendo a sua execugao.

# Import sympy
from sympy import *

# Define independent (x) and dependent (y) variables
X = symbols ('x")
y = symbols('y', cls=Function)

# Define differential equation dy/dx =(y**3-6*x*y)/(4*y+3*x**2-3*x*y**2)
diffeq = Eq(y(x).diff(x), (y(x)**3-6%x*y(x))/(4*y (x)+3* (x**2) -
3*x*(y(x)**2)))

# To solve the ODE, pass it and the function to solve for to dsolve()
gsol = dsolve(diffeqg, y(x))

# Show the general solution of the ODE
print (gsol)
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Lista de Exercicios 6

Resolva analiticamente as equacdes diferenciais indicadas abaixo. Implemente o cddigo
usando SymPy para a resolucdo das equacdes diferenciais.

dy x*+2
dx  y

1)

€
EQUAGOES
DIFERENCIAIS

Resposta: y = i\/§x3 +4x+C

BRONSON, Richard; COSTA, Gabiriel.
Equagoes Diferenciais (Colegcao Schaum) (p.
37) (Portuguese Edition). Edi¢cao do Kindle.

2) Verifigue se a equacao diferencial a seguir € exata e se for determine sua solucao

explicita.
2xydx + (1 +x?)dy =0

>
EQUAGOES

Resposta: y = C/(x? + 1)

BRONSON, Richard; COSTA, Gabriel.
Equacgoes Diferenciais (Colegdo Schaum) (p.
47) (Portuguese Edition). Edicao do Kindle.
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Lista de Exercicios 6

€
EQUAGOES

.......

Resposta: y = Ce3* — 1

BRONSON, Richard; COSTA, Gabriel.
Equacgoes Diferenciais (Colegdo Schaum) (p.
57) (Portuguese Edition). Edi¢gao do Kindle.

>
EQUAGOES
DIFERENCIAIS

1

Resposta: y = Ce*” — >

BRONSON, Richard; COSTA, Gabriel.
Equacgoes Diferenciais (Colegdo Schaum) (p.
57) (Portuguese Edition). Edi¢gao do Kindle.
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