
Fator Integrante

   

     

©
 2

0
2

4
 D

r.
 W

a
lt
e
r 

F
. 

d
e

 A
z
e

v
e

d
o

 J
r.

1

azevedolab.net

Prof. Dr. Walter F. de Azevedo, Jr. 

 

walter@azevedolab.net

Biography 01

Biography 02

Biography 03

Biography 04

https://azevedolab.net/
https://www.scopus.com/authid/detail.uri?authorId=7006435557
https://www.webofscience.com/wos/author/record/581112
https://link.springer.com/book/10.1007/978-1-4939-9752-7
https://www.youtube.com/watch?v=N9IFiQNY8mE
https://onlinelibrary.wiley.com/toc/1096987x/2020/41/1
https://benthamscience.com/journals/current-medicinal-chemistry/editorial-board/#top
https://publons.com/researcher/1890214/walter-f-de-azevedo-jr/
mailto:walter@azevedolab.net
http://www.eurekaselect.com/article/77852
http://www.eurekaselect.com/article/86003
https://www.eurekaselect.com/article/107762
http://www.eurekaselect.com/article/105245
https://www.scopus.com/authid/detail.uri?authorId=7006435557
https://www.ncbi.nlm.nih.gov/pubmed/?term=de+Azevedo+WF+Jr+or+azevedo+wf+OR+de+azevedo+wf+OR+de+azevedo+wf+OR+filgueira+de+azevedo+w+OR+azevedo+junior+wf+or+vivan+AL+NOT+Cavalcanti+AL+NOT+de+Godoy+JM+not+Medeiros+CC+not+Azevedo+LM+NOT+Abreu+Junior+GF+NOT+Mathias+LADST+or+azevedo+w+not+%22azevedo+ws%22+not+%22azevedo+wta%22+not+%22Mathias+LADST%22+not+%22de+Azevedo+WM%22+not+%22azevedo+wt%22+not+%22Silva-Filho+A%22+not+%22Medeiros+CC%22+not+%22Azevedo+LM%22+not+%22+Matsouka+P%22+not+%22Almeida+J%C3%BAnior+HJ%22+not+%22de+Godoy+JM%22+not+%22+Abreu+MH%22+not+%22Azevedo+WM%22+not+%22Azevedo+WR%22++not+%22Azev%C3%AAdo+ES%22
http://orcid.org/0000-0001-8640-357X
https://github.com/azevedolab/
https://www.webofscience.com/wos/author/record/581112
https://link.springer.com/book/10.1007/978-1-4939-9752-7#toc


Conteúdo

• Resumo 

• Equação Diferencial Linear de Primeira Ordem 

• Fator Integrante

• Método do Fator Integrante

• Exemplo de Aplicação do Método do Fator Integrante 

• Circuito RL em Corrente Alternada 

• Lista de Exercícios 3  

• Autor  

• Referências

2



Resumo

Um dos métodos usados para resolver 

equações diferenciais lineares de primeira 

ordem faz uso de uma função chamada fator 

integrante (ou fator de integração). Ao 

multiplicarmos ambos os lados de uma 

equação diferencial colocada na forma padrão, 

temos do lado esquerdo a derivada do produto. 

Assim, podemos resolver ambos os lados da 

equação diferencial por integração direta. 

Nesta aula veremos o uso desse método para 

uma aplicação física: a solução da equação 

diferencial que descreve um circuito RL com 

uma fonte de corrente alternada.

Palavras-chave: Física; modelagem de sistemas; abstração; 

modelagem matemática; equação diferencial; equação diferencial 

linear; fator integrante; forma padrão; problema de valor inicial; circuito 

RL; indutância; resistência; Lei de Kirchoff; corrente alternada; 

impedância; fase.
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L

i(t)

v(t) = E cos t
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Equação Diferencial Linear de Primeira Ordem

Nesta aula iremos considerar equações diferencias ordinárias de primeira ordem que 

podem ser expressas da forma indicada a seguir. Quando temos a equação diferencial 

onde o coeficiente da derivada de maior ordem é 1, dizemos que a equação está na 

forma padrão. A equação abaixo está na forma padrão.

Na equação acima P e Q são duas funções da variável independente (neste caso x). 

Assumimos que ambas funções são contínuas no intervalo de interesse.

A equação diferencial ordinária acima tem que ser linear, ou seja, não pode envolver 

termos como y3, funções trigonométricas, hiperbólicas, exponenciais e combinações 

destas. Para essa classe de equações diferenciais, podemos chegar a uma solução 

geral a partir da multiplicação de ambos os lados da equação por uma função adequada 

chamada de fator integrante (ou fator de integração). 4

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑃 𝑥 𝑦 = 𝑄(𝑥)

Variável dependente (ou função incógnita)

Variável independente
Função de x 

Função de x 

Equação diferencial na forma padrão



Abaixo temos a classificação completa da equação diferencial que veremos a solução.

5

Equação Diferencial

Variável dependente y

Variável independente x

Tipo EDO

Ordem Primeira

Linearidade da variável dependente Linear

EDO: Equação diferencial ordinária

Equação Diferencial Linear de Primeira Ordem

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑃 𝑥 𝑦 = 𝑄(𝑥)



Fator Integrante

Um recurso usado para resolver a equação diferencial abaixo é por meio da 

multiplicação de ambos os lados da equação por um fator, onde no lado esquerdo 

passamos a ter uma derivada de termo único.

Vamos considerar a função (x) e multiplicamos ambos os lados da equação. 

Iremos impor que (x) satisfaz a seguinte condição. 

Essa escolha é para que o lado esquerdo da equação diferencial fique da forma da 

derivada do produto.
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𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑃 𝑥 𝑦 = 𝑄(𝑥)

𝜇 𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝜇 𝑥 𝑃 𝑥 𝑦 = 𝜇 𝑥 𝑄(𝑥)

𝑑𝜇 𝑥

𝑑𝑥
= 𝜇 𝑥 𝑃 𝑥

𝑑 𝜇𝑦

𝑑𝑥
=
𝑑𝑦

𝑑𝑥
𝜇 + 𝑦

𝑑𝜇

𝑑𝑥

(Equação 1)

(Equação 2)



Fator Integrante

Resolvemos a equação diferencial como segue.

Em seguida, aplicamos a exponencial a ambos os lados, para fazermos                   para 

u > 0. Consideramos que a integral exista, assim chegamos à seguinte expressão.

Desconsideramos a constante de integração (C), visto que ela não é necessária. A 

constante C é eliminada ao multiplicarmos ambos os lados da equação diferencial por 

(x).
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𝑑𝜇 𝑥

𝑑𝑥
= 𝜇 𝑥 𝑃 𝑥

𝑑𝜇

𝜇
= 𝑃 𝑥 𝑑𝑥

𝜇 𝑥 = 𝑒 𝑃 𝑥 𝑑𝑥

ln 𝑢 = න𝑃 𝑥 𝑑𝑥 + 𝐶

𝑒𝑙𝑛 𝑢 = 𝑢

(Fator Integrante) (Equação 3)



Fator Integrante

Agora podemos reescrever a equação diferencial (equação 2) com a derivada do 

produto do lado esquerdo, como indicado a seguir.

Consideramos que (x)  0 e isolamos a variável dependente y(x).

onde o fator integrante é dado pela equação 3 e usamos as condições iniciais 

(problema de valor inicial) para determinarmos a constante de integração C.
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𝑑 𝜇 𝑥 𝑦

𝑑𝑥
= 𝜇 𝑥 𝑄 𝑥

𝜇 𝑥 𝑦 = න𝜇 𝑥 𝑄 𝑥 𝑑𝑥 + 𝐶

𝑦 =
1

𝜇 𝑥
න𝜇 𝑥 𝑄 𝑥 𝑑𝑥 + 𝐶



Método do Fator Integrante

Abaixo temos todos os passos do método do fator integrante para resolução de 

integrais. O texto abaixo foi baseado na descrição encontrada na página 45 do Cengel, 

Yunus A.; Palm III, William J.. Equações Diferenciais (Portuguese Edition). Edição do 

Kindle. 
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Passo 1. Verifique se o coeficiente de dy/dx é 1 (forma padrão). Caso 

não esteja na forma padrão, modifique a equação diferencial para que 

o coeficiente seja 1.

Passo 2. Calcule o fator integrante μ(x) como definido na equação 3 e 

multiplique ambos os lados da equação diferencial por ele.  

Passo 3. Coloque o lado esquerdo da equação diferencial como um 

produto d[μ(x)y]/dx em seguida integre ambos os lados.  

Passo 4. Divida a equação resultante por μ(x), para chegarmos a 

solução geral para y.

Passo 5. Use a condição inicial para obter a constante de integração 

C. 

Fonte; Cengel, Yunus A.; Palm III, William J. Equações Diferenciais 

(Portuguese Edition) (p. 45). Edição do Kindle. 

CENGEL, Yunus A.; Palm III,

William J. Equações Diferenciais

(Portuguese Edition). Edição do

Kindle.

https://www.amazon.com.br/Equa%C3%A7%C3%B5es-Diferenciais-Yunus-Cengel-ebook/dp/B016WL7PC6/


Exemplo de Aplicação do Método do Fator Integrante 

Resolva o problema de valor inicial linear apresentado a seguir:
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𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 3𝑦 = −9𝑥

𝑦 2 = 13

CENGEL, Yunus A.; Palm III,

William J. Equações Diferenciais

(Portuguese Edition). Edição do

Kindle.

https://www.amazon.com.br/Equa%C3%A7%C3%B5es-Diferenciais-Yunus-Cengel-ebook/dp/B016WL7PC6/


Abaixo temos a classificação completa da equação diferencial.
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Equação Diferencial

Variável dependente y

Variável independente x

Tipo EDO

Ordem Primeira

Linearidade da variável dependente Linear

EDO: Equação diferencial ordinária

𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 3𝑦 = −9𝑥

Exemplo de Aplicação do Método do Fator Integrante 



Exemplo de Aplicação do Método do Fator Integrante 

Resolva o problema de valor inicial apresentado a seguir:

Solução:

Passo 1

  A equação diferencial está na forma padrão, onde P(x) = -3 e Q(x) = -9x.

Passo 2

𝜇 𝑥 = 𝑒 𝑃 𝑥 𝑑𝑥 = 𝑒−3  𝑑𝑥 = 𝑒−3𝑥

12

𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 3𝑦 = −9𝑥

𝑦 2 = 13

𝑒−3𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 3𝑒−3𝑥𝑦 = −9𝑒−3𝑥𝑥



Passo 3

Resolvemos a integral do lado direito usando a integração por partes onde u = x e du = 

dx, 𝑑𝑣 = 𝑒−3𝑥 e  𝑣 = −
1

3
𝑒−3𝑥

Substituindo-se o resultado acima na integral da equação 4, chegamos.
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𝑒−3𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 3𝑒−3𝑥𝑦 = −9𝑒−3𝑥𝑥

𝑑 𝑦𝑒−3𝑥

𝑑𝑥
= −9𝑒−3𝑥𝑥

𝑦𝑒−3𝑥 = −9න𝑒−3𝑥𝑥𝑑𝑥 + 𝐶

න𝑢𝑑𝑣 = 𝑢𝑣 − න𝑣𝑑𝑢 → 𝐼 = න𝑒−3𝑥𝑥𝑑𝑥 = −𝑥
𝑒−3𝑥

3
+
1

3
න𝑒−3𝑥𝑑𝑥

𝐼 = −𝑥
𝑒−3𝑥

3
−
𝑒−3𝑥

9
= 𝑒−3𝑥 −

𝑥

3
−
1

9
= −

𝑒−3𝑥

3
𝑥 +

1

3

𝑦𝑒−3𝑥 = 9
𝑒−3𝑥

3
𝑥 +

1

3
+ 𝐶 → 𝑦𝑒−3𝑥 = 𝑒−3𝑥 3𝑥 + 1 + 𝐶

(Equação 4)

Exemplo de Aplicação do Método do Fator Integrante 



Passo 4 

Finalmente chegamos à solução geral da equação diferencial.

Passo 5

Usamos a condição inicial y(2) = 13 para determinarmos C.

Substituindo-se na equação 5, temos a seguinte solução particular.
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𝑦𝑒−3𝑥 = 𝑒−3𝑥 3𝑥 + 1 + 𝐶

𝑦 = 3𝑥 + 1 + 𝐶𝑒3𝑥 (Solução Geral da EDO) (Equação 5)

13= 3 × 2 + 1 + 𝐶𝑒3.2 → 𝐶𝑒6 = 13 − 7 → 𝐶𝑒6 = 6

𝐶 = 6𝑒−6

𝑦 = 3𝑥 + 1 + 𝐶𝑒3𝑥 = 3𝑥 + 1 + 6𝑒−6𝑒3𝑥

𝑦 = 3𝑥 + 1 + 6𝑒3𝑥−6

Exemplo de Aplicação do Método do Fator Integrante 



Circuito RL em Corrente Alternada

Considere o circuito série RL com uma fonte de tensão alternada com potencial definido 

por uma função cosseno (Ecos(t)), como indicado abaixo. O circuito tem resistência R 

e indutância L. Determine corrente elétrica (i) em função do tempo. Considere i = 0 para 

t = 0.

15

L

i(t)

v(t) = E cos t

R

LAMBE, C.G.; TRANTER, C.J.

Differential Equations for

Engineers and Scientists (Dover

Books on Mathematics) . Dover

Publications. Edição do Kindle.

https://www.amazon.com.br/Differential-Equations-Engineers-Scientists-Mathematics-ebook/dp/B07DVS87X1/


Solução:

Aplicando a lei de Kirchoff ao 

circuito abaixo, chegamos à 

equação diferencial ordinária de 

primeira ordem linear.
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𝑣 𝑡 − 𝑅𝑖 − 𝐿
𝑑𝑖

𝑑𝑡
= 0 (Equação 6)

L

i(t)

v(t) = E cos t

R

Circuito RL em Corrente Alternada



Abaixo temos a classificação completa da equação diferencial.
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Equação Diferencial

Variável dependente i

Variável independente t

Tipo EDO

Ordem Primeira

Linearidade da variável dependente Linear

EDO: Equação diferencial ordinária

𝑣 𝑡 − 𝑅𝑖 − 𝐿
𝑑𝑖

𝑑𝑡
= 0

Circuito RL em Corrente Alternada



Solução:

Aplicando a lei de Kirchoff ao 

circuito abaixo, chegamos à 

equação diferencial ordinária de 

primeira ordem linear.
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𝑣 𝑡 − 𝑅𝑖 − 𝐿
𝑑𝑖

𝑑𝑡
= 0

Passo 1

A equação diferencial não está na forma padrão, assim dividimos 

a equação 6 por L. Chegamos à seguinte expressão.

Isolando os termos com a derivada e com i, temos a equação 

abaixo.

Na equação acima, temos os seguintes P e Q(t).

1

𝐿
𝑣 𝑡 −

𝑅

𝐿
𝑖 −

𝑑𝑖

𝑑𝑡
= 0

𝑑𝑖

𝑑𝑡
+
𝑅

𝐿
𝑖 =

1

𝐿
𝑣 𝑡

(Equação 6)

𝑃 =
𝑅

𝐿
𝑄 𝑥 =

𝐸

𝐿
cos𝜔𝑡

L

i(t)

v(t) = E cos t

R

(Equação 7)

Circuito RL em Corrente Alternada



Solução:
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Passo 2

Determinamos o fator integrante , como detalhado a seguir.

Agora multiplicamos ambos os lados da equação 7 pelo fator 

integrante.L

i(t)

v(t) = E cos t

R 𝜇 = 𝑒
𝑅
𝐿𝑑𝑡 = 𝑒

𝑅
𝐿  𝑑𝑡

𝑒
𝑅
𝐿𝑡
𝑑𝑖

𝑑𝑡
+ 𝑒

𝑅
𝐿𝑡
𝑅

𝐿
𝑖 =

𝑒
𝑅
𝐿𝑡

𝐿
𝑣 𝑡

𝜇 = 𝑒
𝑅
𝐿𝑡

Circuito RL em Corrente Alternada

𝑑𝑖

𝑑𝑡
+
𝑅

𝐿
𝑖 =

1

𝐿
𝑣 𝑡 (Equação 7)



Solução:
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Passo 3

O lado esquerdo da equação acima é a derivada do produto, 

como indicado abaixo.

Integramos a equação 8.

L

i(t)

v(t) = E cos t

R 𝑒
𝑅
𝐿𝑡
𝑑𝑖

𝑑𝑡
+ 𝑒

𝑅
𝐿𝑡
𝑅

𝐿
𝑖 =

𝑒
𝑅
𝐿𝑡

𝐿
𝑣 𝑡

𝑑 𝑖𝑒
𝑅
𝐿𝑡 =

𝑒
𝑅
𝐿𝑡

𝐿
𝐸cos𝜔𝑡 (Equação 8)

𝑖 𝑡 𝑒
𝑅
𝐿
𝑡 = න

𝑒
𝑅
𝐿𝑡

𝐿
𝐸cos𝜔𝑡 𝑑𝑡 + 𝐶

Circuito RL em Corrente Alternada

𝑑𝑖

𝑑𝑡
+
𝑅

𝐿
𝑖 =

1

𝐿
𝑣 𝑡 (Equação 7)



Solução:
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Passo 3

Colocando em evidência as constantes E e L na integral, temos o 

seguinte resultado.

Vamos nos concentrar na resolução da integral, fazemos a 

mudança de R/L = a e  = b. Obtemos a seguinte expressão.

Usaremos integração por partes para resolução, onde u = cos bt e 

v = eat.

L

i(t)

v(t) = E cos t

R

𝑖 𝑡 𝑒
𝑅
𝐿
𝑡 =

𝐸

𝐿
න𝑒

𝑅
𝐿
𝑡 cos𝜔𝑡 𝑑𝑡 + 𝐶

න𝑒
𝑅
𝐿𝑡 cos𝜔𝑡 𝑑𝑡 = න𝑒𝑎𝑡 cos 𝑏𝑡 𝑑𝑡

(Equação 9)

Circuito RL em Corrente Alternada

𝑑𝑖

𝑑𝑡
+
𝑅

𝐿
𝑖 =

1

𝐿
𝑣 𝑡 (Equação 7)



Solução:
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Passo 3

Usaremos integração por partes para resolução. Assim temos:

Usamos a seguinte identidade.

Chamamos a integral do lado direito de I2.

L

i(t)

v(t) = E cos t

R
න𝑒

𝑅
𝐿𝑡 cos𝜔𝑡 𝑑𝑡 = න𝑒𝑎𝑡 cos 𝑏𝑡 𝑑𝑡 = 𝐼1

𝑢 = cos 𝑏𝑡 → 𝑑𝑢 = −𝑏 sin 𝑏𝑡 𝑑𝑡

𝑑𝑣 = 𝑒𝑎𝑡𝑑𝑡 → 𝑣 =
1

𝑎
𝑒𝑎𝑡

න𝑢𝑑𝑣 = 𝑢𝑣 − න𝑣𝑑𝑢

𝐼1 =
1

𝑎
𝑒𝑎𝑡 cos 𝑏𝑡 +

𝑏

𝑎
න𝑒𝑎𝑡 sin 𝑏𝑡 𝑑𝑡 (Equação 10)

𝐼2

Circuito RL em Corrente Alternada

𝑑𝑖

𝑑𝑡
+
𝑅

𝐿
𝑖 =

1

𝐿
𝑣 𝑡 (Equação 7)



Solução:
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Passo 3

Passamos à resolução da integral I2, onde aplicaremos 

novamente a técnica de integração por partes. 

Assim temos o seguinte resultado.

A integral do lado direito é a integral original I1. Podemos substituir 

a equação 11 na equação 10.

L

i(t)

v(t) = E cos t

R
𝐼2 = න𝑒𝑎𝑡 sin 𝑏𝑡 𝑑𝑡

𝑢 = sin 𝑏𝑡 → 𝑑𝑢 = 𝑏 cos 𝑏𝑡 𝑑𝑡

𝑑𝑣 = 𝑒𝑎𝑡𝑑𝑡 → 𝑣 =
1

𝑎
𝑒𝑎𝑡

𝐼2 =
1

𝑎
𝑒𝑎𝑡sin 𝑏𝑡 −

𝑏

𝑎
න𝑒𝑎𝑡 cos 𝑏𝑡 𝑑𝑡

න𝑢𝑑𝑣 = 𝑢𝑣 − න𝑣𝑑𝑢

𝐼1 = න𝑒𝑎𝑡 cos 𝑏𝑡 𝑑𝑡

(Equação 11)

𝐼1

Circuito RL em Corrente Alternada

𝑑𝑖

𝑑𝑡
+
𝑅

𝐿
𝑖 =

1

𝐿
𝑣 𝑡 (Equação 7)



Solução:
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Passo 3

Substituímos a equação 11 na equação 10.

L

i(t)

v(t) = E cos t

R

න𝑢𝑑𝑣 = 𝑢𝑣 − න𝑣𝑑𝑢

𝐼1 = න𝑒𝑎𝑡 cos 𝑏𝑡 𝑑𝑡

𝐼1 =
1

𝑎
𝑒𝑎𝑡 cos 𝑏𝑡 +

𝑏

𝑎
න𝑒𝑎𝑡 sin 𝑏𝑡 𝑑𝑡 (Equação 10)

𝐼2 =
1

𝑎
𝑒𝑎𝑡sin 𝑏𝑡 −

𝑏

𝑎
න𝑒𝑎𝑡 cos 𝑏𝑡 𝑑𝑡 (Equação 11)

𝐼1 =
1

𝑎
𝑒𝑎𝑡 cos 𝑏𝑡 +

𝑏

𝑎

1

𝑎
𝑒𝑎𝑡sin 𝑏𝑡 −

𝑏

𝑎
න𝑒𝑎𝑡 cos 𝑏𝑡 𝑑𝑡

𝐼1
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𝑑𝑖

𝑑𝑡
+
𝑅

𝐿
𝑖 =

1

𝐿
𝑣 𝑡 (Equação 7)
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Passo 3

Rearranjando os termos, chegamos à seguinte expressão.

L

i(t)

v(t) = E cos t

R

න𝑢𝑑𝑣 = 𝑢𝑣 − න𝑣𝑑𝑢

𝐼1 = න𝑒𝑎𝑡 cos 𝑏𝑡 𝑑𝑡

𝐼1 =
1

𝑎
𝑒𝑎𝑡 cos 𝑏𝑡 +

𝑏

𝑎

1

𝑎
𝑒𝑎𝑡sin 𝑏𝑡 −

𝑏

𝑎
𝐼1

𝐼1 =
1

𝑎
𝑒𝑎𝑡 cos 𝑏𝑡 +

𝑏

𝑎2
𝑒𝑎𝑡 sin 𝑏𝑡 −

𝑏2

𝑎2
𝐼1

𝐼1 1 +
𝑏2

𝑎2
=

1

𝑎2
𝑒𝑎𝑡 𝑎 cos 𝑏𝑡 + 𝑏 sin 𝑏𝑡

𝐼1
𝑎2 + 𝑏2

𝑎2
=

1

𝑎2
𝑒𝑎𝑡 𝑎 cos 𝑏𝑡 + 𝑏 sin 𝑏𝑡

𝐼1 =
𝑒𝑎𝑡

𝑎2 + 𝑏2
𝑎 cos 𝑏𝑡 + 𝑏 sin 𝑏𝑡
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𝑑𝑖

𝑑𝑡
+
𝑅

𝐿
𝑖 =

1

𝐿
𝑣 𝑡 (Equação 7)
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Passo 3

Agora substituímos as constantes originais (R/L = a e  = b) em 

I1.

Onde temos o seguinte resultado.

L

i(t)

v(t) = E cos t

R

න𝑢𝑑𝑣 = 𝑢𝑣 − න𝑣𝑑𝑢

𝐼1 = න𝑒𝑎𝑡 cos 𝑏𝑡 𝑑𝑡

𝐼1 =
𝑒
𝑅
𝐿𝑡

𝑅
𝐿2

2

+ 𝜔2

𝑅

𝐿
cos𝜔𝑡 + 𝜔 sin𝜔𝑡

𝐼1 =
𝐿2𝑒

𝑅
𝐿𝑡

𝑅2 + 𝐿2𝜔2

𝑅

𝐿
cos𝜔𝑡 + 𝜔 sin𝜔𝑡

𝐼1 =
𝐿𝑒

𝑅
𝐿𝑡

𝑅2 + 𝐿2𝜔2
𝑅 cos𝜔𝑡 + 𝐿𝜔 sin𝜔𝑡 (Equação 12)
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𝑑𝑖

𝑑𝑡
+
𝑅

𝐿
𝑖 =

1

𝐿
𝑣 𝑡 (Equação 7)
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Passo 3

Substituímos a equação 12 na equação 9.

L

i(t)

v(t) = E cos t

R

න𝑢𝑑𝑣 = 𝑢𝑣 − න𝑣𝑑𝑢

𝐼1 = න𝑒𝑎𝑡 cos 𝑏𝑡 𝑑𝑡

𝐼1 =
𝐿𝑒

𝑅
𝐿𝑡

𝑅2 + 𝐿2𝜔2
𝑅 cos𝜔𝑡 + 𝐿𝜔 sin𝜔𝑡 (Equação 12)

𝑖 𝑡 𝑒
𝑅
𝐿𝑡 =

𝐸

𝐿
න𝑒

𝑅
𝐿𝑡 cos𝜔𝑡 𝑑𝑡 + 𝐶 (Equação 9)

𝑖 𝑡 𝑒
𝑅
𝐿𝑡 =

𝐸

𝐿

𝐿𝑒
𝑅
𝐿𝑡

𝑅2 + 𝐿2𝜔2
𝑅 cos𝜔𝑡 + 𝐿𝜔 sin𝜔𝑡 + 𝐶

𝑖 𝑡 𝑒
𝑅
𝐿𝑡 =

𝐸𝑒
𝑅
𝐿𝑡

𝑅2 + 𝐿2𝜔2
𝑅 cos𝜔𝑡 + 𝐿𝜔 sin𝜔𝑡 + 𝐶
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𝑑𝑖

𝑑𝑡
+
𝑅

𝐿
𝑖 =

1

𝐿
𝑣 𝑡 (Equação 7)
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Passo 4

Dividimos a equação resultante por μ(x), para chegarmos a 

solução geral para i.

L

i(t)

v(t) = E cos t

R

𝑖 𝑡 𝑒
𝑅
𝐿𝑡 =

𝐸𝑒
𝑅
𝐿𝑡

𝑅2 + 𝐿2𝜔2
𝑅 cos𝜔𝑡 + 𝐿𝜔 sin𝜔𝑡 + 𝐶

𝑖 𝑡 =
𝐸

𝑅2 + 𝐿2𝜔2
𝑅 cos𝜔𝑡 + 𝐿𝜔 sin𝜔𝑡 + 𝐶𝑒−

𝑅
𝐿𝑡
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𝑑𝑖

𝑑𝑡
+
𝑅

𝐿
𝑖 =

1

𝐿
𝑣 𝑡 (Equação 7)
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Passo 5

Usando a condição inicial i = 0 para t = 0, determinamos a 

constante de integração.

L

i(t)

v(t) = E cos t

R

𝑖 𝑡 =
𝐸

𝑅2 + 𝐿2𝜔2
𝑅 cos𝜔𝑡 + 𝐿𝜔 sin𝜔𝑡 + 𝐶𝑒−

𝑅
𝐿𝑡

𝐶 = −
𝑅𝐸

𝑅2 + 𝐿2𝜔2
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𝑑𝑖

𝑑𝑡
+
𝑅

𝐿
𝑖 =

1

𝐿
𝑣 𝑡 (Equação 7)
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Passo 5

Considerando a relação entre resistência (R), frequência angular 

() e indutância (L), temos o seguinte resultado.

O termo  é o ângulo de fase. A impedância do circuito é Z, dada 

pela seguinte expressão.

L

i(t)

v(t) = E cos t

R

𝑅

𝐿𝜔
𝛼

cos 𝛼 =
𝑅

𝑅2 + 𝐿2𝜔2 sin𝛼 =
𝐿𝜔

𝑅2 + 𝐿2𝜔2
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𝑑𝑖

𝑑𝑡
+
𝑅

𝐿
𝑖 =

1

𝐿
𝑣 𝑡 (Equação 7)

𝑍 = 𝑅2 + 𝐿2𝜔2 (Equação 13)
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Passo 5

Inserindo o cosseno e seno de alfa, temos o seguinte resultado.

Agora consideramos o cosseno da subtração.

L

i(t)

v(t) = E cos t

R

cos 𝛼 =
𝑅

𝑅2 + 𝐿2𝜔2

sin 𝛼 =
𝐿𝜔

𝑅2 + 𝐿2𝜔2

𝑖 𝑡 =
𝐸

𝑅2 + 𝐿2𝜔2
cos 𝛼 cos𝜔𝑡 + sin𝛼 sin𝜔𝑡 +

𝐶𝑒−
𝑅
𝐿𝑡

cos 𝑎 − 𝑏 = cos 𝑎 cos 𝑏 + sin 𝑎 sin 𝑏

𝑖 𝑡 =
𝐸

𝑅2 + 𝐿2𝜔2
cos 𝜔𝑡 − 𝛼 + 𝐶𝑒−

𝑅
𝐿𝑡

𝐶 = −
𝑅𝐸

𝑅2 + 𝐿2𝜔2
= −

𝑅2 + 𝐿2𝜔2𝐸 cos 𝛼

𝑅2 + 𝐿2𝜔2

𝐶 = −
𝐸 cos𝛼

𝑅2 + 𝐿2𝜔2
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𝑑𝑖

𝑑𝑡
+
𝑅

𝐿
𝑖 =

1

𝐿
𝑣 𝑡 (Equação 7)
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Passo 5

Assim chegamos ao resultado.

L

i(t)

v(t) = E cos t

R

cos 𝛼 =
𝑅

𝑅2 + 𝐿2𝜔2

sin 𝛼 =
𝐿𝜔

𝑅2 + 𝐿2𝜔2

𝑖 𝑡 =
𝐸

𝑅2 + 𝐿2𝜔2
cos 𝜔𝑡 − 𝛼 + 𝐶𝑒−

𝑅
𝐿𝑡

𝐶 = −
𝐸 cos𝛼

𝑅2 + 𝐿2𝜔2

𝑖 𝑡 =
𝐸

𝑅2 + 𝐿2𝜔2
cos 𝜔𝑡 − 𝛼 − 𝑒−

𝑅
𝐿𝑡cos 𝛼
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𝑑𝑖

𝑑𝑡
+
𝑅

𝐿
𝑖 =

1

𝐿
𝑣 𝑡 (Equação 7)



Resumo: Modelamos o sistema circuito RL em série com corrente alternada. A análise do sistema considera que 

a variação da corrente elétrica (i(t)) depende da resistência (R), da indutância (L) e da tensão alternada (E 

cos(t)). A aplicação da lei de Kirchoff gera uma EDO de primeira ordem linear, que na forma padrão tem a 

expressão indicada na equação 7. A solução da EDO linear pelo método do fator integrante gerou a solução geral 

indicada na equação 14. A solução particular está na equação 15. A impedância do circuito (Z) é dada pela 

equação 13.
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L

i(t)

v(t) = E cos t

R
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𝑑𝑖

𝑑𝑡
+
𝑅

𝐿
𝑖 =

1

𝐿
𝑣 𝑡 (Equação 7)

𝑖 𝑡 =
𝐸

𝑅2 + 𝐿2𝜔2
cos 𝜔𝑡 − 𝛼 + 𝐶𝑒−

𝑅
𝐿𝑡 (Solução Geral) (Equação 14)

𝑖 𝑡 =
𝐸

𝑅2 + 𝐿2𝜔2
cos 𝜔𝑡 − 𝛼 − 𝑒−

𝑅
𝐿𝑡cos 𝛼 (Solução Particular) (Equação 15)

𝑍 = 𝑅2 + 𝐿2𝜔2 (Equação 13)



Lista de Exercícios 3

1. Numa sucessão de reações químicas, a substância A é transformada em B que na 

sequência é transformada em C, conforme indicado abaixo.

A → B → C

As velocidades de reação são dadas pelas seguintes expressões.

Onde x é a concentração de A e y a concentração de C. 

Inicialmente x = a e y = 0. Resolva essas equações e prove que a concentração de B 

num tempo t é 𝑦 = 𝑎𝑒−𝑘𝑡 − 𝑎 − 𝑏 𝑒−2𝑘𝑡.

2. Obtenha a solução geral da seguinte equação diferencial.

𝑥2 + 1
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 3𝑥𝑦 = 6𝑥

34

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= −𝑘𝑥

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 2𝑘 𝑏 + 𝑎 − 𝑥 − 𝑦

Resposta: 𝑦 = 2 + 𝐶 𝑥2 + 1 −
3

2

EDWARDS, C. Henry; PENNEY, David E.;

CALVIS, David. Differential Equations and

Boundary Value Problems: Computing and

Modeling (p. 49). Pearson Education. Edição do

Kindle.

Resposta: 𝑦 = 𝑎𝑒−𝑘𝑡 − 𝑎 − 𝑏 𝑒−2𝑘𝑡

LAMBE, C.G.; TRANTER, C.J. Differential

Equations for Engineers and Scientists (Dover

Books on Mathematics) . Dover Publications.
Edição do Kindle.

https://www.amazon.com.br/Differential-Equations-Engineers-Scientists-Mathematics-ebook/dp/B07DVS87X1/
https://www.amazon.com.br/Differential-Equations-Boundary-Value-Problems-ebook/dp/B09PRMC44L/
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3. Resolva o problema de valor inicial para y(0) = -1 para a equação diferencial indicada 

a seguir.
𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 𝑦 =

11

8
𝑒−

𝑥
3

4. Encontre a solução geral da seguinte equação diferencial:

𝑑𝑦

𝑑𝑡
− 2𝑦 = 4 − 𝑡

5. Resolva o problema de valor inicial indicado abaixo.

𝑡
𝑑𝑦

𝑑𝑡
+ 2𝑦 = 4𝑡2

𝑦 1 = 2 35

Resposta: 𝑦 = −
7

4
+

1

2
𝑡 + 𝑐𝑒2𝑡

Fonte: BOYCE, William E.; DIPRIMA, Richard C.; 

MEADE, Douglas B. Equações Diferenciais 

Elementares e Problemas de Valores de 

Contorno (Portuguese Edition) (p. 20). LTC. 

Edição do Kindle. 

Resposta: 𝑦 = 𝑡2 +
1

𝑡2
, 𝑡 > 0

Fonte: BOYCE, William E.; DIPRIMA, Richard C.; 

MEADE, Douglas B. Equações Diferenciais 

Elementares e Problemas de Valores de 

Contorno (Portuguese Edition) (p. 21). LTC. 

Edição do Kindle. 

Resposta: 𝑦 =
1

32
𝑒𝑥 − 33𝑒−

𝑥

3

EDWARDS, C. Henry; PENNEY, David E.;

CALVIS, David. Differential Equations and

Boundary Value Problems: Computing and

Modeling (p. 48). Pearson Education. Edição do

Kindle.

https://www.amazon.com.br/Differential-Equations-Boundary-Value-Problems-ebook/dp/B09PRMC44L/
https://www.amazon.com.br/Equa%C3%A7%C3%B5es-Diferenciais-Elementares-Problemas-Contorno/dp/8521636946/
https://www.amazon.com.br/Equa%C3%A7%C3%B5es-Diferenciais-Elementares-Problemas-Contorno/dp/8521636946/
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