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0]
y
= e%(c, cos Bt
+ ¢, sin it)

Hoje iremos resolver equacgbes diferenciais
ordinarias de segunda ordem homogéneas. O
estudo dessas equacOes € de grande interesse
da Fisica, visto que temos diversos sistemas
que podem ser modelados por esse tipo de
abordagem. O paradigma no estudo de
equacoes diferenciais de segunda ordem € o
oscilador massa-mola, mas estas equacoes
sao usadas na modelagem de outros sistemas,
como circuitos RLC e péndulos. Usaremos o
Wronskiano para verificar se as solugdes de
uma equacao diferencial de ordem n (n > 2)
sao linearmente independentes.

Palavras-chave: fisica matematica; equacdo diferencial ordinaria;
equacgao diferencial ordinaria de segunda ordem homogénea; raizes
reais; raizes complexas; coeficientes constantes; oscilador massa-
mola; equacdo caracteristica; equagdo auxiliar; linearmente
independentes; Wronskiano.



Visao Geral

Vamos considerar uma equacao diferencial de segunda ordem homogénea, como a
indicada abaixo. Esse tipo de equacao diferencial € comum na modelagem de sistemas
fisicos como um oscilador massa-mola sem forgcas externas atuando.

d?y dy
- — Equacao 1
d2+bd +cy=0 (Equagéo 1)

Na equacao diferencial acima, os coeficientes a, b e ¢ sdo constantes. Uma analise da
equacao diferencial acima indica que a solucao y(t) envolve uma funcdo que ¢é igual a
sua primeira e segunda derivada, a menos de uma constante multiplicativa. A funcao
exponencial (e") satisfaz essa condicdo. Assim podemos propor que a equagao
diferencial 1 tem como solucéo a fungdo y = e, onde r pertence pode ser um numero
real ou complexo.



Visao Geral

Para provar que y = e é solucdo da equacao diferencial 1, determinamos a primeira e
a segunda derivadas de y e verificamos se a igualdade da equacao 1 é observada.

d’y ~ dy
d2+bd—+cy—0 (Equacdo 1)

Determinamos a primeira e segunda derivada de y, como indicado abaixo.

dy dzy
— — — 2,7t
— e —) —_ Te — =71"e€
Y dt ~de?
Substituindo-se y e as suas derivadas na equacao 1, temos o seguinte resultado.
ar?e™ + bre" +ce™ =0 -le"(ar? + br +¢c) =0 (Equagao 2)

Como e é sempre positivo, podemos dividir ambos os lados da equacao 2 por e".
Chegamos a seguinte expressao.

ar’+br+c=0 (Equacéo 3)

A equacao 3 é chamada equacao caracteristica ou equacao auxiliar.



Visao Geral

A analise da equacao diferencial 1 indica que a solucdo € obtida a partir da equacao
caracteristica (equacao 3).

ar’+br+c=0 (Equagéo 3)

Consideramos que a, b e ¢ sdo constantes, temos que as solugdes da equacao 3 sao
as seguintes.

—b +Vb? — 4ac —b — Vb2 — 4ac
Ty = r, =
1 2a 2 2a
A solucao da equacao diferencial 1 envolve trés situacdes distintas.
d’y  dy
d2+bd—+cy—0 (Equacdo 1)

1) b? — 4ac > 0, temos duas raizes reais distintas r, e r..

2) b? — 4ac = 0, temos duas raizes reais iguais r, = r,.

3) b? — 4ac < 0, temos duas raizes complexas conjugadas r, = a +ifer,= a-ip.
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Solugao da Equagao Diferencial de Segunda Ordem

Se considerarmos que a equagéo 1 tem duas solugbes linearmente independentes y,
e y,, podemos dizer que a combinacgao linear y = c,y, + c,y, é solugao da equagao 1.

dzy dy i
d — + bd_ +cy=0| (Equacdo1) Yy = c1y1 + ¢y, (Equacéo 4)

Para provar que y € solugao da equacao 1, tomamos a primeira e segunda derivadas da
equacao 4 e substituimos na equacgao dlferenC|aI 1, como segue

dy dy, dy, d’y
y—C1Y1+CZYZ—>_—C1d_+ 27 gz A dt2

dy
d*y, d*y, dy, ay;
a(cld2+ Zdz + b d—+ 2 + c(c1y1 + ¢2v5)
Rearranjando-se os termos, temos o seguinte resultado.
d*y, dy, d*y, ay,
cl(a dt2+bd_+cy1 + Cy adt2+bd_+ CYo
Como y, e y, sao solugdes da equagéao 1, temos.

d?y,
dt?

~+c Cy

c1(0)+¢c,(0)=0+0=0



Solugao da Equagao Diferencial de Segunda Ordem

Abaixo temos uma tabela com as solucdes gerais de uma equacao linear homogénea
de segunda ordem com coeficientes constantes.

d2 d -
a— 32’_|_ bd_y_|_ cy = 0 |(Equagdo 1) |ar? 4+ br + ¢ = 0| (Equacso 3)

Natureza das Raizes r; e r, Solucao Geral

Caso 1 (b? - 4ac > 0)
Raizes reais e distintas (r, # r,)

y = ciet + ¢ et

Caso 2 (b?—4ac =0)
Raizes reais e iguais (r; = r,) y =e"(cqy + cyt)
- 1 2

Caso 3 (b?—4ac < 0)
Raizes complexas conjugadas (r, = a + ife y = e“t(cl cos Bt + ¢, sin,Bt)

= a-ip)



Fquograma

A tabela descrita
anteriormente pode ser EDO de
colocada como 0 Segunda Ordem

fluxograma descrito ao
lado.

Solugao geral:

Solugao geral:
y =e"(c; + cyt)

Solugao geral:
y = e*(cq cos Bt + ¢, sin Bit)

EDO: Equacéo diferencial
ordinaria




Mostramos anteriormente que se a equacdo diferencial 1 tem duas solugdes
linearmente independentes y, e y,, a combinacéo linear y = c,y, + c,y, também é
solucdo da equacao 1. Assim, verificar se duas solugdoes sao linearmente
independentes, € um aspecto importante no estudo de equacdes diferenciais de
segunda ordem. Uma forma de verificar se um conjunto de n de solugdes (Y4, Yo, ¥3---»
y,) séo linearmente independentes é por meio do conceito de Wronskiano.

Definimos o Wronskiano W(y,,y,,...y,) de um conjunto de n fungoes (y,, ¥, ¥Y3---» ¥,)
como um determinante que tem a seguinte forma.

Y1 Yo Y3 - Vn

7 73 Y3 oo Ya
W(y1.Yo,---¥,) =

-1 -1 -1 n-1
y{ Yo" Y3 Y,

Se W(y,,y,...y,) no intervalo a < x < b for nulo (W(y,,y,,...y,) = 0) em ao menos um
ponto do intervalo, entao as fungbes y., y,, ¥s..., ¥, s@o linearmente independentes
neste intervalo.
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Vamos considerar as funcdes definidas abaixo e verificar se elas sao linearmente
independentes por meio do calculo do Wronskiano.

Exemplo1: Y1 =¢e' ¢ yp=e™"
V1 Y2

W(yLy2) =| | ,
V1 Y2

W(yy,y,) = =Yy1 XY= V2 Xyq

WOLy) =y1 Xy, =y Xy =e' x(—e™ ) —e " xet=-1-1=-2

W(ys,v,) = =2+ 0 —> y,ey,sao linearmente independentes .



N 00

Exemplo 2: y; = x,y, = x2 e y; = x3

X X’ X
dix) dix’) dix')
Wi, x". x')= dx dx dx
d’ix) d(x) d(x")
dx’ dx’ dx”
roxr X
=11 2x 3x"|=2x
0 2 6x

Wy, v,) =2x3#0parax+0-> y,;, Y, € y; sao linearmente
independentes

@& Fonte:
EQUAGOES BRONSON, Richard; COSTA, Gabriel. Equacoes Diferenciais (Colecdo Schaum)
DIFERENCIAIS  (Portuguese Edition) (p. 90). Edicéo do Kindle.
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Lista de Exercicios 7

1) Determine a solugao geral da equacao diferencial abaixo.

\ €~ |

) Resposta: y = c,et + c,e™?t
Equacoes -
d2 d Diferenciais | CENGEL, Yunus A.; Palm Ill, Wiliam J.
y y Equacoes Diferenciais (p. 123) (Portuguese
dt2 + dt - Zy = Edition). Edicao do Kindle.

Gengel

2) Determine a solucao geral da equacao diferencial abaixo.

d?y dy
——+6—+9y =0
dt dt
- | 3
Equacdes Resposta: y = e 3(¢; + ¢,t) N
Diferenciais | CENGEL, Yunus A.; Palm Ill, William J.

Equacoes Diferenciais (p. 126) (Portuguese
Edition). Edicao do Kindle.

Gengel
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Lista de Exercicios 7

3) Determine a solucao geral da equacao diferencial abaixo.

€~ |

Equacdes
Diferenciais

dzy 2 + 3y =0
dt2 ac YT

NN
y(0) = 0,—(0) = -1

FQUAGOES 2.
DIFERENCIAIS @

Resposta:

y = et(c; cos V2t + ¢, sinV2t)
CENGEL, Yunus A.; Palm I[ll, Wiliam J.
Equacoes Diferenciais (p. 127) (Portuguese
Edition). Edicao do Kindle.

- (ex/ft _ e—«/it)

NAGLE, R. Kent. Equagdes Diferenciais (p.
116) (Portuguese Edition). Edicao do Kindle.

Resposta: y = — V2 o1
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Lista de Exercicios 7

5) Determine a solucao geral da equacao diferencial abaixo.

EQUAGOES ==
DIFERENCIAIS @
d’y d

Resposta:y = e 2!(¢; + c,t)

CENGEL, Yunus A.; Palm I[ll, Wiliam J.
Equacoes Diferenciais (p. 119) (Portuguese
Edition). Edicao do Kindle.

6) Ache uma solucao geral para a seguinte equacao diferencial.

d?y _dy
42244y =0
dt2+ dt+y

Ker

EQUAGOES ==

DIFERENCIAIS @

Resposta:

y = e~(c; cos V3t + ¢, sinV3t)
NAGLE, R. Kent. Equagdes Diferenciais (p.
125) (Portuguese Edition). Edicao do Kindle.
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Lista de Exercicios 7

7) Determine o Wronskiano (W) do conjunto {sen 3x, cos 3x}.

€
EQUAGOES
DIFERENCIAIS

3 edicao

Resposta: W = -3

BRONSON, Richard; COSTA, Gabriel.
Equacoes Diferenciais (Cole¢cao Schaum)
(Portuguese Edition) (p. 90). Edicao do Kindle.

8) Verifique y, = eX e y, = x.eX sao linearmente independentes.

s i
FQUAGOES

.......

Resposta: W = e?*.
Y, € ¥, sao linearmente independentes.

BRONSON, Richard; COSTA, Gabriel.
Equacdoes Diferenciais (Cole¢cao Schaum)
(Portuguese Edition) (p. 92). Edicao do Kindle.
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9) Considere um oscilador massa-mola amortecido com a seguinte equacao diferencial.

d’y  dy
Tnﬁ-FbE-l-ky—O

Os termos acima sao fisicamente identificados como indicado a seguir.

dZ
[inécia] d + [amortecimento] cd + [rigidez]y = 0
dt? dt
Determine a equagao do movimento para um sistema massa-mola quando m =36 kg, b
= 12 kg/s (que é equivalente a 12 N-s/m), k = 37 kg/s? , y(0) = 0,7 m e y'(0) = 0,1 m/s.
Encontre também y(10), o deslocamento apods 10 s.

EQUA@OESEZ?E%E::W Respostas:

DIFERENCIAIS t 1,3
y=e 6 <0,7 cost + ?sin t)
y(10) = 0,13 m

NAGLE, R. Kent. Equagoes Diferenciais (p.
125) (Portuguese Edition). Edigao do Kindle.
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Dr. Walter F. de Azevedo, Jr. earned a BSc in Physics (1990), an MSc in Applied Physics (1992), and
a DSc in Applied Physics (1997) from the University of S&do Paulo (Brazil). In his doctoral studies, Dr.
Azevedo worked under the supervision of Prof. Yvonne Primerano Mascarenhas (University of Sado
Paulo) and Prof. Sung-Hou Kim (University of California, Berkeley) on a split Doctoral program with a
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under a CNPq fellowship (1993-95). Due to his performance, Prof. S.-H. Kim hired him as Visiting
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et al., 1996; de Azevedo et al., 1997). Dr. Azevedo is the first author of both papers, and these
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microgravity environment onboard the Space Shuttle Discovery (STS-95). This research had
coverage of Brazilian TV networks. He published a book entitled "Docking Screens for Drug
Discovery" with Springer Nature in 2019. This book sold 48,000 copies (June 2024) with over 2
million dollars in sales (https:/link.springer.com/book/10.1007/978-1-4939-9752-7). In 2020,
the Journal Plos Biology ranked Dr. Azevedo among the most influential researchers in the world
¥ (Fields: Biochemistry & Molecular Biology and Biophysics).
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< (Bioinformatics/Biophysics) for the Current Drug Targets, section editor (Bioinformatics in Drug
Ducking SCI-E ... Design and Discovery) for the Current Medicinal Chemistry, review editor for Frontiers in Chemistry,
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including Nature Communications and Briefings in Bioinformatics. His research interests are
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