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Resumo

Equações 
Diferenciais 

Ordinárias de 
Segunda 
Ordem

b2 – 4ac > 0

b2 – 4ac = 0

b2 – 4ac < 0

Hoje iremos resolver equações diferenciais 

ordinárias de segunda ordem homogêneas. O 

estudo dessas equações é de grande interesse 

da Física, visto que temos diversos sistemas 

que podem ser modelados por esse tipo de 

abordagem. O paradigma no estudo de 

equações diferenciais de segunda ordem é o 

oscilador massa-mola, mas estas equações 

são usadas na modelagem de outros sistemas, 

como circuitos RLC e pêndulos. Usaremos o 

Wronskiano para verificar se as soluções de 

uma equação diferencial de ordem n (n  2) 

são linearmente independentes. 

Palavras-chave: física matemática; equação diferencial ordinária; 

equação diferencial ordinária de segunda ordem homogênea; raízes 

reais; raízes complexas; coeficientes constantes; oscilador massa-

mola; equação característica; equação auxiliar; linearmente 

independentes; Wronskiano.
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𝑎
𝑑2𝑦

𝑑𝑡2
+ 𝑏

𝑑𝑦

𝑑𝑡
+ 𝑐𝑦 = 0

𝑦 = 𝑒𝑟𝑡 𝑐1 + 𝑐2𝑡

𝑦 = 𝑐1𝑒𝑟1𝑡 + 𝑐2𝑒𝑟2𝑡

𝑦
= 𝑒𝛼𝑡ሺ

ሻ
𝑐1 cos 𝛽𝑡

+ 𝑐2 sin 𝛽𝑡



Visão Geral

Vamos considerar uma equação diferencial de segunda ordem homogênea, como a 

indicada abaixo. Esse tipo de equação diferencial é comum na modelagem de sistemas 

físicos como um oscilador massa-mola sem forças externas atuando. 

Na equação diferencial acima, os coeficientes a, b e c são constantes. Uma análise da 

equação diferencial acima indica que a solução y(t) envolve uma função que é igual à 

sua primeira e segunda derivada, a menos de uma constante multiplicativa. A função 

exponencial (ert) satisfaz essa condição. Assim podemos propor que a equação 

diferencial 1 tem como solução a função y = ert, onde r pertence pode ser um número 

real ou complexo.
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𝑎
𝑑2𝑦

𝑑𝑡2
+ 𝑏

𝑑𝑦

𝑑𝑡
+ 𝑐𝑦 = 0 (Equação 1)



Para provar que y = ert  é solução da equação diferencial 1, determinamos a primeira e 

a segunda derivadas de y e verificamos se a igualdade da equação 1 é observada.

Determinamos a primeira e segunda derivada de y, como indicado abaixo.

Substituindo-se y e as suas derivadas na equação 1, temos o seguinte resultado.

Como ert é sempre positivo, podemos dividir ambos os lados da equação 2 por ert. 

Chegamos à seguinte expressão.

A equação 3 é chamada equação característica ou equação auxiliar. 

Visão Geral
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𝑎
𝑑2𝑦

𝑑𝑡2
+ 𝑏

𝑑𝑦

𝑑𝑡
+ 𝑐𝑦 = 0 (Equação 1)

𝑦 = 𝑒𝑟𝑡 →
𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑟𝑒𝑟𝑡 →

𝑑2𝑦

𝑑𝑡2
= 𝑟2𝑒𝑟𝑡

𝑎𝑟2𝑒𝑟𝑡 + 𝑏𝑟𝑒𝑟𝑡 + 𝑐𝑒𝑟𝑡 = 0 → 𝑒𝑟𝑡 𝑎𝑟2 + 𝑏𝑟 + 𝑐 = 0

𝑎𝑟2 + 𝑏𝑟 + 𝑐 = 0

(Equação 2)

(Equação 3)



A análise da equação diferencial 1 indica que a solução é obtida a partir da equação 

característica (equação 3).

Consideramos que a, b e c são constantes, temos que as soluções da equação 3 são 

as seguintes.

A solução da equação diferencial 1 envolve três situações distintas.

 1) b2 – 4ac > 0, temos duas raízes reais distintas r1 e r2.

 2) b2 – 4ac = 0, temos duas raízes reais iguais r1 = r2.

 3) b2 – 4ac < 0, temos duas raízes complexas conjugadas r1 =  + i e r2 =  - i.

Visão Geral
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(Equação 3)𝑎𝑟2 + 𝑏𝑟 + 𝑐 = 0

𝑟1 =
−𝑏 + 𝑏2 − 4𝑎𝑐

2𝑎
𝑟2 =

−𝑏 − 𝑏2 − 4𝑎𝑐

2𝑎

𝑎
𝑑2𝑦

𝑑𝑡2
+ 𝑏

𝑑𝑦

𝑑𝑡
+ 𝑐𝑦 = 0 (Equação 1)



Se considerarmos que a equação 1 tem duas soluções linearmente independentes y1 

e y2, podemos dizer que a combinação linear y = c1y1 + c2y2 é solução da equação 1.

Para provar que y é solução da equação 1, tomamos a primeira e segunda derivadas da 

equação 4 e substituímos na equação diferencial 1, como segue.

Rearranjando-se os termos, temos o seguinte resultado.

Como y1 e y2 são soluções da equação 1, temos.

Solução da Equação Diferencial de Segunda Ordem
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𝑎
𝑑2𝑦

𝑑𝑡2
+ 𝑏

𝑑𝑦

𝑑𝑡
+ 𝑐𝑦 = 0 (Equação 1) 𝑦 = 𝑐1𝑦1 + 𝑐2𝑦2 (Equação 4)

𝑦 = 𝑐1𝑦1 + 𝑐2𝑦2 →
𝑑𝑦

𝑑𝑦
= 𝑐1

𝑑𝑦1

𝑑𝑡
+ 𝑐2

𝑑𝑦2

𝑑𝑡
→

𝑑2𝑦

𝑑𝑡2
= 𝑐1

𝑑2𝑦1

𝑑𝑡2
+ 𝑐2

𝑑2𝑦2

𝑑𝑡2

𝑎 𝑐1

𝑑2𝑦1

𝑑𝑡2
+ 𝑐2

𝑑2𝑦2

𝑑𝑡2
+ 𝑏 𝑐1

𝑑𝑦1

𝑑𝑡
+ 𝑐2

𝑑𝑦2

𝑑𝑡
+ 𝑐 𝑐1𝑦1 + 𝑐2𝑦2

𝑐1 𝑎
𝑑2𝑦1

𝑑𝑡2
+ 𝑏

𝑑𝑦1

𝑑𝑡
+ 𝑐𝑦1 + 𝑐2 𝑎

𝑑2𝑦2

𝑑𝑡2
+ 𝑏

𝑑𝑦2

𝑑𝑡
+ 𝑐𝑦2

𝑐1 0 + 𝑐2 0 = 0 + 0 = 0



Abaixo temos uma tabela com as soluções gerais de uma equação linear homogênea 

de segunda ordem com coeficientes constantes. 
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Solução da Equação Diferencial de Segunda Ordem

𝑎
𝑑2𝑦

𝑑𝑡2
+ 𝑏

𝑑𝑦

𝑑𝑡
+ 𝑐𝑦 = 0 (Equação 3)𝑎𝑟2 + 𝑏𝑟 + 𝑐 = 0(Equação 1)

Natureza das Raízes r1 e r2 Solução Geral

Caso 1 (b2 – 4ac > 0)

Raízes reais e distintas (r1  r2) 𝑦 = 𝑐1𝑒𝑟1𝑡 + 𝑐2𝑒𝑟2𝑡

Caso 2 (b2 – 4ac = 0)

Raízes reais e iguais (r1 = r2) 𝑦 = 𝑒𝑟𝑡 𝑐1 + 𝑐2𝑡

Caso 3 (b2 – 4ac < 0)

Raízes complexas conjugadas (r1 =  + i e 

r2 =  - i)
𝑦 = 𝑒𝛼𝑡 𝑐1 cos 𝛽𝑡 + 𝑐2 sin 𝛽𝑡



A tabela descrita 

anteriormente pode ser 

colocada como o 

fluxograma descrito ao 

lado.
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EDO: Equação diferencial 

ordinária

EDO de

Segunda Ordem

b2 – 4ac > 0 ?
Solução geral:

𝑦 = 𝑐1𝑒𝑟1𝑡 + 𝑐2𝑒𝑟2𝑡

b2 – 4ac = 0?
Solução geral: 

𝑦 = 𝑒𝑟𝑡 𝑐1 + 𝑐2𝑡

b2 – 4ac < 0?
Solução geral: 

𝑦 = 𝑒𝛼𝑡 𝑐1 cos 𝛽𝑡 + 𝑐2 sin 𝛽𝑡

Sim

Sim

Sim

Não

Não

Não

Fim

Fluxograma



Mostramos anteriormente que se a equação diferencial 1 tem duas soluções 

linearmente independentes y1 e y2, a combinação linear y = c1y1 + c2y2 também é 

solução da equação 1. Assim, verificar se duas soluções são linearmente 

independentes, é um aspecto importante no estudo de equações diferenciais de 

segunda ordem. Uma forma de verificar se um conjunto de n de soluções (y1, y2, y3,..., 

yn) são linearmente independentes é por meio do conceito de Wronskiano. 

Definimos o Wronskiano W(y1,y2,...yn) de um conjunto de n funções (y1, y2, y3,..., yn) 

como um determinante que tem a seguinte forma.

Se W(y1,y2,...yn) no intervalo a ≤ x ≤ b for nulo (W(y1,y2,...yn) = 0) em ao menos um 

ponto do intervalo, então as funções y1, y2, y3,..., yn são linearmente independentes 

neste intervalo.

Wronskiano
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y1 y2 y3 … yn

y1
' y2

' y3
' … yn

'

y1
n-1 y2

n-1 y3
n-1… yn

n-1

…
W(y1,y2,...yn) =



Vamos considerar as funções definidas abaixo e verificar se elas são linearmente 

independentes por meio do cálculo do Wronskiano.

Exemplo 1:                    e

Wronskiano
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𝑦1 = 𝑒𝑡 𝑦2 = 𝑒−𝑡

= 𝑦1 × 𝑦2
′ − 𝑦2 × 𝑦1

′

𝑊 𝑦1, 𝑦2 =

𝑦2𝑦1

𝑦1
′ 𝑦2

′

𝑊 𝑦1, 𝑦2 =

𝑦2𝑦1

𝑦1
′ 𝑦2

′

𝑊 𝑦1, 𝑦2 = 𝑦1 × 𝑦2
′ − 𝑦2 × 𝑦1

′ = 𝑒𝑡 × −𝑒−𝑡 − 𝑒−𝑡 × 𝑒𝑡 = −1 − 1 = −2

𝑊 𝑦1, 𝑦2 = −2 ≠ 0 → y1 e y2 são linearmente independentes



Exemplo 2:                    

Wronskiano
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𝑊 𝑦1, 𝑦2 = 2𝑥3 ≠ 0 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑥 ≠ 0 → y1, y2 e y3 são linearmente 

independentes

𝑦1 = 𝑥, 𝑦2 = 𝑥2 e 𝑦3 = 𝑥3

Fonte:

BRONSON, Richard; COSTA, Gabriel. Equações Diferenciais (Coleção Schaum) 

(Portuguese Edition) (p. 90). Edição do Kindle. 

https://www.amazon.com.br/Equa%C3%A7%C3%B5es-Diferenciais-Cole%C3%A7%C3%A3o-Richard-Bronson-ebook/dp/B019HIO2FE


Lista de Exercícios 7

1) Determine a solução geral da equação diferencial abaixo.

2) Determine a solução geral da equação diferencial abaixo.
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Resposta: 𝑦 = 𝑐1𝑒𝑡 + 𝑐2𝑒−2𝑡

CENGEL, Yunus A.; Palm III, William J.

Equações Diferenciais (p. 123) (Portuguese

Edition). Edição do Kindle.

Resposta: 𝑦 = 𝑒−3𝑡 𝑐1 + 𝑐2𝑡
CENGEL, Yunus A.; Palm III, William J.

Equações Diferenciais (p. 126) (Portuguese

Edition). Edição do Kindle.

𝑑2𝑦

𝑑𝑡2
+

𝑑𝑦

𝑑𝑡
− 2𝑦 = 0

𝑑2𝑦

𝑑𝑡2
+ 6

𝑑𝑦

𝑑𝑡
+ 9𝑦 = 0

https://www.amazon.com.br/Equa%C3%A7%C3%B5es-Diferenciais-Yunus-Cengel-ebook/dp/B016WL7PC6/
https://www.amazon.com.br/Equa%C3%A7%C3%B5es-Diferenciais-Yunus-Cengel-ebook/dp/B016WL7PC6/


Lista de Exercícios 7

3) Determine a solução geral da equação diferencial abaixo.

4) Resolva o problema de valor inicial abaixo.
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Resposta:

𝑦 = 𝑒𝑡 𝑐1 cos 2𝑡 + 𝑐2 sin 2𝑡
CENGEL, Yunus A.; Palm III, William J.

Equações Diferenciais (p. 127) (Portuguese

Edition). Edição do Kindle.

Resposta: 𝑦 = −
2

4
𝑒−1 𝑒 2𝑡 − 𝑒− 2𝑡

NAGLE, R. Kent. Equações Diferenciais (p. 

116) (Portuguese Edition). Edição do Kindle.

𝑑2𝑦

𝑑𝑡2
− 2

𝑑𝑦

𝑑𝑡
+ 3𝑦 = 0

𝑑2𝑦

𝑑𝑡2
+ 2

𝑑𝑦

𝑑𝑡
− 𝑦 = 0; 

𝑦 0 = 0,
𝑑𝑦

𝑑𝑡
0 = −1 

https://www.amazon.com.br/Equa%C3%A7%C3%B5es-Diferenciais-Yunus-Cengel-ebook/dp/B016WL7PC6/
https://www.amazon.com.br/Equa%C3%A7%C3%B5es-diferenciais-R-Kent-Nagle-ebook/dp/B00KDOM5C4/


Lista de Exercícios 7

5) Determine a solução geral da equação diferencial abaixo.

6) Ache uma solução geral para a seguinte equação diferencial.
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Resposta:𝑦 = 𝑒−2𝑡 𝑐1 + 𝑐2𝑡
CENGEL, Yunus A.; Palm III, William J.

Equações Diferenciais (p. 119) (Portuguese

Edition). Edição do Kindle.

Resposta:

𝑦 = 𝑒−𝑡 𝑐1 cos 3𝑡 + 𝑐2 sin 3𝑡
NAGLE, R. Kent. Equações Diferenciais (p. 

125) (Portuguese Edition). Edição do Kindle.

𝑑2𝑦

𝑑𝑡2
+ 4

𝑑𝑦

𝑑𝑡
+ 4𝑦 = 0

𝑑2𝑦

𝑑𝑡2
+ 2

𝑑𝑦

𝑑𝑡
+ 4𝑦 = 0

https://www.amazon.com.br/Equa%C3%A7%C3%B5es-diferenciais-R-Kent-Nagle-ebook/dp/B00KDOM5C4/
https://www.amazon.com.br/Equa%C3%A7%C3%B5es-diferenciais-R-Kent-Nagle-ebook/dp/B00KDOM5C4/


Lista de Exercícios 7

7) Determine o Wronskiano (W) do conjunto {sen 3x, cos 3x}.

8) Verifique y1 = ex e y2 = x.ex são linearmente independentes.
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Resposta: 𝑊 = −3
BRONSON, Richard; COSTA, Gabriel. 

Equações Diferenciais (Coleção Schaum) 

(Portuguese Edition) (p. 90). Edição do Kindle. 

Resposta: 𝑊 = 𝑒2𝑥.

y1 e y2 são linearmente independentes.

BRONSON, Richard; COSTA, Gabriel. 

Equações Diferenciais (Coleção Schaum) 

(Portuguese Edition) (p. 92). Edição do Kindle. 

https://www.amazon.com.br/Equa%C3%A7%C3%B5es-Diferenciais-Cole%C3%A7%C3%A3o-Richard-Bronson-ebook/dp/B019HIO2FE
https://www.amazon.com.br/Equa%C3%A7%C3%B5es-diferenciais-R-Kent-Nagle-ebook/dp/B00KDOM5C4/
https://www.amazon.com.br/Equa%C3%A7%C3%B5es-Diferenciais-Cole%C3%A7%C3%A3o-Richard-Bronson-ebook/dp/B019HIO2FE


Lista de Exercícios 7

9) Considere um oscilador massa-mola amortecido com a seguinte equação diferencial.

Os termos acima são fisicamente identificados como indicado a seguir.

Determine a equação do movimento para um sistema massa-mola quando m = 36 kg,  b 

= 12 kg/s (que é equivalente a 12 N-s/m), k = 37 kg/s2 , y(0) = 0,7 m e y′(0) =  0,1 m/s. 

Encontre também y(10), o deslocamento após 10 s. 
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𝑚
𝑑2𝑦

𝑑𝑡2
+ 𝑏

𝑑𝑦

𝑑𝑡
+ 𝑘𝑦 = 0

𝑖𝑛é𝑐𝑖𝑎
𝑑2𝑦

𝑑𝑡2
+ 𝑎𝑚𝑜𝑟𝑡𝑒𝑐𝑖𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜

𝑑𝑦

𝑑𝑡
+ 𝑟𝑖𝑔𝑖𝑑𝑒𝑧 𝑦 = 0

Respostas:

𝑦 = 𝑒−
𝑡
6 0,7 cos 𝑡 +

1,3

6
sin 𝑡

𝑦 10 = 0,13 𝑚
NAGLE, R. Kent. Equações Diferenciais (p. 

125) (Portuguese Edition). Edição do Kindle.

https://www.amazon.com.br/Equa%C3%A7%C3%B5es-diferenciais-R-Kent-Nagle-ebook/dp/B00KDOM5C4/
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