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𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑓(𝑥, 𝑦)

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝐺

𝑦

𝑥

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑃𝑦 = 𝑄𝑦𝑛

Até o momento estudamos métodos de 

integração direta, separação de variáveis e 

fator integrante para solução de equações 

diferenciais ordinárias de primeira ordem. Mas 

há muitas equações diferencias ordinárias de 

primeira ordem que não conseguimos resolver 

pelos métodos citados. Nesta aula veremos 

métodos de substituição que podem ser usados 

para transformar uma equação diferencial de 

forma a podermos aplicar os métodos já 

estudados. Essas substituições nem sempre 

são óbvias e podem necessitar várias 

tentativas. Estudaremos equações de Bernoulli, 

homogêneas e exatas. Veremos a solução 

analítica e a partir do uso computação 

algébrica com o uso do SymPy.

Palavras-chave: física; modelagem matemática; matemática aplicada; 

equação diferencial; equação diferencial ordinária; métodos de 

substituição; equações homogêneas; equações de Bernoulli; equações 

exatas; equações separáveis; integração direta; computação algébrica; 

Python; SymPy.
3

𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦 = 0



Método de Substituição

Consideremos a equação diferencial de primeira ordem indicada abaixo.

Podemos tentar a seguinte substituição

que sugere que v seja uma nova variável independente.

4

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑓(𝑥, 𝑦)

Variável dependente (ou função incógnita)

Variável independente

Função de x e y 

𝑣 = 𝛼 𝑥, 𝑦

(Equação 1)



Se a substituição anterior (           ) puder ser resolvida, então temos o seguinte 

resultado.

Aplicamos agora a regra da cadeia, assim temos a seguinte expressão.

Na equação 2, as derivadas ( ൗ𝜕𝛽
𝜕𝑥 e ൗ𝜕𝛽

𝜕𝑣) são funções conhecidas de x e v.
5

𝑣 = 𝛼 𝑥, 𝑦

Método de Substituição

𝑦 = 𝛽 𝑥, 𝑣

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝜕𝛽

𝜕𝑥

𝑑𝑥

𝑑𝑥
+

𝜕𝛽

𝜕𝑣

𝑑𝑣

𝑑𝑥

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝜕𝛽

𝜕𝑥
+

𝜕𝛽

𝜕𝑣

𝑑𝑣

𝑑𝑥
(Equação 2)



Substituindo o lado direito da equação (2) na equação (1) e então resolvendo para 

dv/dx, o resultado é uma nova equação diferencial (equação 3).

A equação 3 tem a nova variável dependente v. Podemos tentar aplicar as técnicas de 

solução já vista para resolver a equação 3. Se v = v(x) é uma solução da equação 3, 

então y = (x,v(x)) será uma solução da equação diferencial original (equação 1). O 

desafio está em selecionar uma substituição que leve a uma equação 3 solucionável. 

Veremos exemplos para esclarecer o método de substituição.

6

Método de Substituição

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑓(𝑥, 𝑦) (Equação 1)

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝜕𝛽

𝜕𝑥
+

𝜕𝛽

𝜕𝑣

𝑑𝑣

𝑑𝑥
(Equação 2)

𝑑𝑣

𝑑𝑥
= 𝑔(𝑥, 𝑣) (Equação 3)



Exemplo: Resolva a seguinte equação diferencial. 
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EDWARDS, C. Henry; PENNEY,

David E.; CALVIS, David.

Differential Equations and

Boundary Value Problems:

Computing and Modeling (p. 58).

Pearson Education. Edição do

Kindle.

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑥 + 𝑦 + 3 2

Método de Substituição (Exemplo)

https://www.amazon.com.br/Differential-Equations-Boundary-Value-Problems-ebook/dp/B09PRMC44L/


Solução: Abaixo temos a classificação 

completa da equação diferencial que 

veremos a solução.

8

Equação Diferencial

Variável dependente y

Variável independente x

Tipo EDO

Ordem Primeira

Linearidade da variável dependente Não linear

EDO: Equação diferencial ordinária

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑥 + 𝑦 + 3 2

Método de Substituição (Exemplo)



Solução:

Usaremos a seguinte substituição

Isolando o y na equação acima, chegamos à seguinte equação.

Aplicando a regra da cadeia, temos o seguinte resultado.
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𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑥 + 𝑦 + 3 2

𝑣 = 𝑥 + 𝑦 + 3 = 𝛼 𝑥, 𝑦

𝑦 = 𝑣 − 𝑥 − 3 = 𝛽 𝑥, 𝑣

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝜕𝛽

𝜕𝑥

𝑑𝑥

𝑑𝑥
+

𝜕𝛽

𝜕𝑣

𝑑𝑣

𝑑𝑥

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −1 +

𝑑𝑣

𝑑𝑥

(Equação 4)

(Equação 6)

(Equação 7)

(Equação 5)

Método de Substituição (Exemplo)



Solução:

Substituindo-se a equação 5 na equação 4, temos expressão abaixo (equação 8).

Substituindo a equação 8 na equação 7, temos a equação diferencial abaixo (equação 

6).
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𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑥 + 𝑦 + 3 2 (Equação 4)

𝑣 = 𝑥 + 𝑦 + 3 = 𝛼 𝑥, 𝑦 (Equação 5)

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑣2 (Equação 8)

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −1 +

𝑑𝑣

𝑑𝑥 (Equação 7)

𝑣2 = −1 +
𝑑𝑣

𝑑𝑥

(Equação 9)
𝑑𝑣

𝑑𝑥
= 1 + 𝑣2

Método de Substituição (Exemplo)



Solução:

A nova equação diferencial (equação 9) é separável e podemos resolvê-la.

A partir da separação de variáveis, chegamos à expressão a seguir.

A integral da esquerda é facilmente encontrada nas tabelas de integrais 

disponíveis em livros de Cálculo (seção 5.2 (Tabela 5.2.1) do livro Anton, 

Howard; Bivens, Irl; Davis, Stephen. Cálculo - V1 (Portuguese Edition) (p. 324). 

Edição do Kindle). Como sua solução não requer grande esforço (nem de 

quem tem de digitar a solução), veremos como resolver esta integral.

11

(Equação 9)
𝑑𝑣

𝑑𝑥
= 1 + 𝑣2

𝑑𝑣

1 + 𝑣2
= 𝑑𝑥

න
𝑑𝑣

1 + 𝑣2
= න 𝑑𝑥 (Equação 10)

Método de Substituição (Exemplo)



Solução:

Para resolver a integral acima (equação 10), vamos considerar a substituição v = tg (y) 

e consequentemente y = arc tg (v).

Tomando-se a derivada de v em relação a y, temos o seguinte resultado a 

partir da regra da cadeia. 

Isolado dy/dv, temos o seguinte resultado.

Lembrando que v = tg(y), temos a seguinte expressão.
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𝑣 = 𝑡𝑔 𝑦 𝑦 = 𝑎𝑟𝑐 𝑡𝑔 𝑣

𝑑 𝑣

𝑑𝑣
=

𝑑𝑣

𝑑𝑦

𝑑𝑦

𝑑𝑣
= 𝑠𝑒𝑐2 𝑦

𝑑𝑦

𝑑𝑣
→ 1 = 𝑠𝑒𝑐2 𝑦

𝑑𝑦

𝑑𝑣

𝑑𝑦

𝑑𝑣
=

1

𝑠𝑒𝑐2 𝑦
=

1

1 + 𝑡𝑔2 𝑦

𝑑𝑦

𝑑𝑣
=

1

1 + 𝑣2 𝑦 = 𝑎𝑟𝑐 𝑡𝑔 𝑣

න
𝑑𝑣

1 + 𝑣2
= න 𝑑𝑥 (Equação 10)

Método de Substituição (Exemplo)



Solução:

Voltando para integral desejada, temos as seguintes passagens.

Agora temos a solução da integral desejada.
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𝑑𝑦

𝑑𝑣
=

1

1 + 𝑣2 𝑦 = 𝑎𝑟𝑐 𝑡𝑔 𝑣

𝑑 𝑎𝑟𝑐 𝑡𝑔 𝑣

𝑑𝑣
=

1

1 + 𝑣2

න
𝑑𝑣

1 + 𝑣2
= න

𝑑 𝑎𝑟𝑐 𝑡𝑔 𝑣

𝑑𝑣
𝑑𝑣 = න 𝑑 𝑎𝑟𝑐 𝑡𝑔 𝑣 = 𝑎𝑟𝑐 𝑡𝑔 𝑣 + 𝐶1

න
𝑑𝑣

1 + 𝑣2
= 𝑎𝑟𝑐 𝑡𝑔 𝑣 + 𝐶1 (Equação 11)

Método de Substituição (Exemplo)



Solução:

Substituindo a equação 11 na equação 10 e integrando o lado direito da 

equação 10, temos o seguinte resultado.
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න
𝑑𝑣

1 + 𝑣2
= 𝑎𝑟𝑐 𝑡𝑔 𝑣 + 𝐶1 (Equação 11)

න
𝑑𝑣

1 + 𝑣2
= න 𝑑𝑥 (Equação 10)

𝑎𝑟𝑐 𝑡𝑔 𝑣 + 𝐶1 = 𝑥 + 𝐶2 → 𝑥 = 𝑎𝑟𝑐 𝑡𝑔 𝑣 + 𝐶

𝑣 = 𝑡𝑔 𝑥 − 𝐶 (Equação 12)

Método de Substituição (Exemplo)



Solução:

Agora para temos a solução geral, substituímos a equação 12 na equação 6.
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𝑦 = 𝑣 − 𝑥 − 3 = 𝛽 𝑥, 𝑣 (Equação 6)

𝑦 = 𝑡𝑔 𝑥 − 𝐶 − 𝑥 − 3

𝑣 = 𝑡𝑔 𝑥 − 𝐶 (Equação 12)

Método de Substituição (Exemplo)



De uma forma geral, qualquer equação diferencial da forma indicada abaixo

pode ser transformada numa equação separável a partir do uso da seguinte 

substituição.
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𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝐹 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐

𝑣 = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐

Método de Substituição (Resumo)



Abaixo temos o código em Python para resolver a equação diferencial (equação 9).
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# Import sympy

from sympy import *

# Define independent (x) and dependent (v) variables

x = symbols('x')

v = symbols('v', cls=Function)

# Define differential equation v' = 1 + v(x)**2

diffeq = Eq(v(x).diff(x), 1+v(x)**2 )

# To solve the ODE, pass it and the function to solve for to dsolve()

gsol = dsolve(diffeq, v(x))

# Show the general solution of the ODE

print(gsol)

(Equação 9)
𝑑𝑣

𝑑𝑥
= 1 + 𝑣2

Método de Substituição (SymPy)



Abaixo temos o resultado da execução do código example_01.py disponível na pasta 

zipada relacionada a esta aula. 

A resposta do SymPy é equivalente à solução geral obtida, pois -tg(C – x) = tg(x - C).

18

python example_01.py

Eq(v(x), -tan(C1 - x))

𝑦 = −𝑡𝑔(𝐶 − 𝑥)

Linha de comando digitada no terminal

Resultado gerado pelo programa

Método de Substituição (SymPy)



Equações Homogêneas

Consideremos equação diferencial de primeira ordem indicada pela equação 13.

Chamamos a equação acima de equação diferencial de primeira ordem homogênea 

se pudermos escrevê-la em função de y/x, como indicado na equação abaixo.

19

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑔(𝑥, 𝑦)

Variável dependente (ou função incógnita)

Variável independente

Função de x e y 

(Equação 13)

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝐺

𝑦

𝑥

Variável dependente (ou função incógnita)

Variável independente

Função de x e y 

(Equação 14)



Equações Homogêneas

Se fizermos as substituições abaixo, a equação 14 é transformada numa equação 

diferencial separável. Usamos a derivada do produto para a equação 15c.

Substituindo-se a equação 15c na equação 14, temos o seguinte resultado.

20

𝑣 =
𝑦

𝑥
→ 𝑦 = 𝑣𝑥 →

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑑𝑣

𝑑𝑥
𝑥 + 𝑣

𝑑𝑥

𝑑𝑥
→

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑥

𝑑𝑣

𝑑𝑥
+ 𝑣

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝐺

𝑦

𝑥

Variável dependente (ou função incógnita)

Variável independente

Função de x e y 

(Equação 14)

(Equações 15a, 15b, 15c)

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑥

𝑑𝑣

𝑑𝑥
+ 𝑣

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝐺 𝑣 𝐺 𝑣 = 𝑥

𝑑𝑣

𝑑𝑥
+ 𝑣

𝑥
𝑑𝑣

𝑑𝑥
= 𝐺 𝑣 − 𝑣 (Equação 16)



Equações Homogêneas

21

𝑥
𝑑𝑣

𝑑𝑥
= 𝐺 𝑣 − 𝑣 (Equação 16)

A equação 16 tem variáveis separáveis o que permite a aplicação de técnicas já vistas 

para sua solução.

Assim, podemos afirmar que equações diferenciais de primeira ordem (equação 14) 

podem ser reduzidas a um problema de integração (equação 16) por meio das 

substituições indicadas pelas equações 15a, 15b e 15c.

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝐺

𝑦

𝑥
= 𝐺 𝑣 (Equação 14)

𝑣 =
𝑦

𝑥
(Equação 15a) 𝑦 = 𝑣𝑥 (Equação 15b)

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑥

𝑑𝑣

𝑑𝑥
+ 𝑣 (Equação 15c)



Exemplo: Resolva a seguinte equação diferencial. 
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EDWARDS, C. Henry; PENNEY,

David E.; CALVIS, David.

Differential Equations and

Boundary Value Problems:

Computing and Modeling (p. 60).

Pearson Education. Edição do

Kindle.

Equações Homogêneas (Exemplo)

2𝑥𝑦
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 4𝑥2 + 3𝑦2

https://www.amazon.com.br/Differential-Equations-Boundary-Value-Problems-ebook/dp/B09PRMC44L/


Solução: Abaixo temos a classificação 

completa da equação diferencial que 

veremos a solução.
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Equação Diferencial

Variável dependente y

Variável independente x

Tipo EDO

Ordem Primeira

Linearidade da variável dependente Não linear

EDO: Equação diferencial ordinária

Equações Homogêneas (Exemplo)

2𝑥𝑦
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 4𝑥2 + 3𝑦2



Solução:

Podemos reescrever a equação acima, como segue.

As substituições das equações 15a, 15b e 15c, tomam a forma seguinte.

24

Equações Homogêneas (Exemplo)

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

4𝑥2 + 3𝑦2

2𝑥𝑦
=

2𝑥

𝑦
+

3𝑦

2𝑥
= 2

𝑥

𝑦
+

3

2

𝑦

𝑥

2𝑥𝑦
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 4𝑥2 + 3𝑦2

𝑣 =
𝑦

𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑥

𝑑𝑣

𝑑𝑥
+ 𝑣

1

𝑣
=

𝑥

𝑦

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 2

𝑥

𝑦
+

3

2

𝑥

𝑦
=

2

𝑣
+

3

2
𝑣

(Equação 17)

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

2

𝑣
+

3

2
𝑣 (Equação 18)



Solução:

Igualando-se as equações 17 e 18, temos o seguinte resultado.

Rearranjando os termos da equação acima, temos as seguintes passagens.

25

Equações Homogêneas (Exemplo)

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑥

𝑑𝑣

𝑑𝑥
+ 𝑣 (Equação 17)

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

2

𝑣
+

3

2
𝑣 (Equação 18)

𝑥
𝑑𝑣

𝑑𝑥
+ 𝑣 =

2

𝑣
+

3

2
𝑣

𝑥
𝑑𝑣

𝑑𝑥
=

2

𝑣
+

3

2
𝑣 − 𝑣

𝑥
𝑑𝑣

𝑑𝑥
=

2

𝑣
+

1

2
𝑣 (Equação 19)



Solução:

Trabalhando o lado direito da equação 19, temos uma nova expressão para a 

equação diferencial.

Separando-se as variáveis da equação diferencial acima, temos as seguintes 

integrais.

A integral do lado direito resolvemos de forma direta obtendo ln|x| + constante. 

A integral do lado esquerdo requer uma substituição como u = v2 + 4. Veremos 

a resolução das integrais. 26

Equações Homogêneas (Exemplo)

𝑥
𝑑𝑣

𝑑𝑥
=

2

𝑣
+

1

2
𝑣 (Equação 19)

𝑥
𝑑𝑣

𝑑𝑥
=

𝑣2 + 4

2𝑣

න
2𝑣

𝑣2 + 4
𝑑𝑣 = න

𝑑𝑥

𝑥
(Equação 20)



Solução:

Focando na integral do lado esquerdo e com as substituições u = v2 + 4 e du = 

2vdv, temos o seguinte resultado.

Substituindo-se a equação 21 na equação 20, temos a seguinte expressão.
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Equações Homogêneas (Exemplo)

න
2𝑣

𝑣2 + 4
𝑑𝑣 = න

𝑑𝑥

𝑥
(Equação 20)

𝑢 = 𝑣2 + 4 → 𝑑𝑢 = 2𝑣𝑑𝑣 න
2𝑣

𝑣2 + 4
𝑑𝑣 = න

𝑑𝑢

𝑢
= 𝑙𝑛 𝑢 + 𝐶1

න
2𝑣

𝑣2 + 4
𝑑𝑣 = 𝑙𝑛 𝑣2 + 4 + 𝐶1 (Equação 21)

න
2𝑣

𝑣2 + 4
𝑑𝑣 = න

𝑑𝑥

𝑥
→ 𝑙𝑛 𝑣2 + 4 + 𝐶1 = 𝑙𝑛 𝑥 + 𝐶2

𝑙𝑛 𝑣2 + 4 = 𝑙𝑛 𝑥 + 𝐶 → 𝑣2 + 4 = 𝑒𝐶 𝑥 → 𝑣2 + 4 = 𝐴 𝑥

onde C = C2 - C1

onde A = eC



Solução:

Podemos retornar às variáveis originais.

Isolando y na expressão acima, chegamos à solução da equação diferencial.

k > 0 para x > 0 e k < 0 para x < 0. 

x > 4/k se k > 0 e x < 4/k se k < 0;
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Equações Homogêneas (Exemplo)

𝑣2 + 4 = 𝐴 𝑥 onde A = eC𝑣 =
𝑦

𝑥
𝑦2

𝑥2
+ 4 = 𝐴 𝑥

𝑦2 + 4𝑥2 = 𝐴 𝑥 𝑥2

𝑦2 + 4𝑥2 = 𝑘𝑥3

𝑦 𝑥 = ± 𝑘𝑥3 − 4𝑥2

onde k =  A



# Import sympy

from sympy import *

# Define independent (x) and dependent (v) variables

x = symbols('x')

v = symbols('v', cls=Function)

# Define differential equation v' = 2/x*v + v/(2x)

diffeq = Eq(v(x).diff(x), 2/(x*v(x)) + v(x)/(2*x))

# To solve the ODE, pass it and the function to solve for to dsolve()

gsol = dsolve(diffeq, v(x))

# Show the general solution of the ODE

print(gsol)

Vamos considerar a equação 19 e rearranjar os termos, como segue.

Abaixo temos a implementação da equação 19a.
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Equações Homogêneas (SymPy)

𝑥
𝑑𝑣

𝑑𝑥
=

2

𝑣
+

1

2
𝑣 (Equação 19)

𝑑𝑣

𝑑𝑥
=

2

𝑣𝑥
+

𝑣

2𝑥
(Equação 19a)



Considerando a equação 19a, a resposta analítica tem duas soluções.

Abaixo temos o resultado da execução do código example_02.py disponível na pasta 

zipada relacionada a esta aula. 

O SymPy encontrou duas soluções, como encontradas determinadas analiticamente.

30

python example_02.py

[Eq(v(x), -sqrt(C1*x - 4)), Eq(v(x), sqrt(C1*x - 4))]

Linha de comando digitada no terminal

Resultados gerados pelo programa

Equações Homogêneas (SymPy)

𝑣2 + 4 = 𝐴 𝑥 → 𝑣 = ± 𝐴 𝑥 − 4

𝑣 = − 𝐴 𝑥 − 4 𝑣 = + 𝐴 𝑥 − 4



A equação diferencial abaixo é chamada de equação de Bernoulli.

Se n = 0 ou n = 1 a equação é linear e podemos resolvê-la pelo método do fator 

integrante. Para outros n, transformamos a equação em linear com a seguinte 

substituição.

Com a substituição indicada pela equação 23 na equação 22, temos a seguinte 

equação diferencial ordinária linear.
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Equações de Bernoulli

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑃 𝑥 𝑦 = 𝑄 𝑥 𝑦𝑛

Variável dependente (ou função incógnita)

Variável independente Funções de x 

(Equação 22)

𝑣 = 𝑦1−𝑛 (Equação 23)

𝑑𝑣

𝑑𝑥
+ 1 − 𝑛 𝑃 𝑥 𝑣 = 1 − 𝑛 𝑄 𝑥 (Equação 24)



Exemplo: Ache a solução geral para a seguinte equação diferencial. 
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EDWARDS, C. Henry; PENNEY,

David E.; CALVIS, David.

Differential Equations and

Boundary Value Problems:

Computing and Modeling (p. 62).

Pearson Education. Edição do

Kindle.

Equações de Bernoulli (Exemplo)

𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 6𝑦 = 3𝑥𝑦4/3

https://www.amazon.com.br/Differential-Equations-Boundary-Value-Problems-ebook/dp/B09PRMC44L/


Solução: Abaixo temos a classificação 

completa da equação diferencial que 

veremos a solução.
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Equação Diferencial

Variável dependente y

Variável independente x

Tipo EDO

Ordem Primeira

Linearidade da variável dependente Não linear

EDO: Equação diferencial ordinária

Equações de Bernoulli (Exemplo)

𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 6𝑦 = 3𝑥𝑦4/3



Solução:

A equação acima é de Bernoulli com n = 4/3 e 1 - n = -1/3, assim temos as 

seguintes substituições. Aplicamos a regra da cadeia para obtermos dy/dx.

Substituindo as equações 26b e 26c na equação 25, temos o seguinte 

resultado.

Agora temos a seguinte equação diferencial.
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Equações de Bernoulli (Exemplo)

𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 6𝑦 = 3𝑥𝑦4/3

𝑣 = 𝑦−1/3 𝑦 = 𝑣−3 𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑑𝑦

𝑑𝑣

𝑑𝑣

𝑑𝑥
= −3𝑣−4

𝑑𝑣

𝑑𝑥

(Equação 25)

(Equações 26a, 26b e 26c)

−3𝑥𝑣−4
𝑑𝑣

𝑑𝑥
+ 6𝑣−3 = 3𝑥𝑣−4 →

𝑑𝑣

𝑑𝑥
−

2𝑣

𝑥
= −1

𝑑𝑣

𝑑𝑥
−

2𝑣

𝑥
= −1 (Equação 27)



Solução:

Para resolver a equação acima, usamos o fator integrante.

Multiplicando o fator integrante por ambos os lados da equação 27, temos o 

seguinte resultado.

Integrando ambos os lados, temos a seguinte expressão.
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Equações de Bernoulli (Exemplo)

(Equação 27)
𝑑𝑣

𝑑𝑥
−

2𝑣

𝑥
= −1

𝜇 = 𝑒− 
2
𝑥𝑑𝑥 = 𝑒−2𝑙𝑛 𝑥 = 𝑥−2

𝑥−2
𝑑𝑣

𝑑𝑥
− 𝑥−2

2𝑣

𝑥
= −𝑥−2 → 𝑥−2

𝑑𝑣

𝑑𝑥
−

2𝑣

𝑥3
= −𝑥2 → 𝑑 𝑥−2𝑣 = −𝑥−2

𝑑 𝑥−2𝑣 = −𝑥−2 → න 𝑑 𝑥−2𝑣 = − න 𝑥−2𝑑𝑥 → 𝑥−2𝑣 = 𝑥−1 + 𝐶 → 𝑣 = 𝑥 + 𝐶𝑥2



Solução:

Retornando para as variáveis originais na equação acima, chegamos à seguinte 

expressão.
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Equações de Bernoulli (Exemplo)

𝑣 = 𝑥 + 𝐶𝑥2

𝑣 = 𝑦−1/3 𝑦−1/3 = 𝑥 + 𝐶𝑥2 → 𝑦 = 𝑥 + 𝐶𝑥2 −3

𝑦 =
1

𝑥 + 𝐶𝑥2 3 (Equação 28)



# Import sympy

from sympy import *

# Define independent (x) and dependent (v) variables

x = symbols('x')

v = symbols('v', cls=Function)

# Define differential equation v' = 2v/x -1

diffeq = Eq(v(x).diff(x), 2*v(x)/x -1 )

# To solve the ODE, pass it and the function to solve for to dsolve()

gsol = dsolve(diffeq, v(x))

# Show the general solution of the ODE

print(gsol)

Vamos considerar a equação 27 e rearranjar os termos, como segue.

Abaixo temos a implementação da equação 27a.
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(Equação 27a)(Equação 27)
𝑑𝑣

𝑑𝑥
−

2𝑣

𝑥
= −1

𝑑𝑣

𝑑𝑥
=

2𝑣

𝑥
− 1

Equações de Bernoulli (SymPy)



Abaixo temos o resultado da execução do código example_03.py disponível na pasta 

zipada relacionada a esta aula. 

A resposta do SymPy é equivalente à solução geral obtida. Na resposta do SymPy o x 

está em evidência x(1 + Cx) = x + Cx2.

38

python example_03.py

Eq(v(x), x*(C1*x + 1))

Linha de comando digitada no terminal

Resultado gerado pelo programa

𝑣 = 𝑥 + 𝐶𝑥2

Equações de Bernoulli (SymPy)



Vamos considerar uma equação diferencial cuja a solução é dada pela seguinte 

expressão, onde C é uma constante.

Diferenciando F(x,y(x)) com relação a x, chegamos à seguinte equação diferencial.

Definimos P(x,y) e Q(x,y) como segue.
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Equações Exatas

𝐹 𝑥, 𝑦 𝑥 = 𝐶

𝜕𝐹

𝜕𝑥

𝑑𝑥

𝑑𝑥
+

𝜕𝐹

𝜕𝑦

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 0

𝜕𝐹

𝜕𝑥
+

𝜕𝐹

𝜕𝑦

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 0

𝑃 𝑥, 𝑦 =
𝜕𝐹

𝜕𝑥

𝑄 𝑥, 𝑦 =
𝜕𝐹

𝜕𝑦

(Equação 29)

(Equação 30)

(Equação 31)



Substituindo as equações 30 e 31 na equação 29, temos a expressão a seguir.

Podemos expressar a equação acima na forma diferencial, como segue. 

Para que a equação 32 seja uma equação diferencial exata, as funções P(x,y) e Q(x,y) 

devem satisfazer à seguinte condição.
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Equações Exatas

𝜕𝐹

𝜕𝑥
+

𝜕𝐹

𝜕𝑦

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 0 𝑃 𝑥, 𝑦 =

𝜕𝐹

𝜕𝑥
𝑄 𝑥, 𝑦 =

𝜕𝐹

𝜕𝑦
(Equações 29, 30 e 31)

𝑃 𝑥, 𝑦 + 𝑄 𝑥, 𝑦
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 0

𝑃 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 + 𝑄 𝑥, 𝑦 𝑑𝑦 = 0 (Equação 31)

𝜕𝑃

𝜕𝑦
=

𝜕𝑄

𝜕𝑥 (Equação 33)



Considerando que a equação (32) é exata, a sua solução F(x,y) = C têm a seguinte 

forma.

Nas equações 34 e 35, a função g depende somente de y e a função h depende só x. A 

solução da equação diferencial exata é encontrada vendo que os dois valores de F(x,y) 

(equações 34 e 35) são idênticos.

41

Equações Exatas

𝑃 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 + 𝑄 𝑥, 𝑦 𝑑𝑦 = 0 (Equação 32)
𝜕𝑃

𝜕𝑦
=

𝜕𝑄

𝜕𝑥
(Equação 33)

𝐹 𝑥, 𝑦 = න 𝑃 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 + 𝑔 𝑦

𝐹 𝑥, 𝑦 = න 𝑄 𝑥, 𝑦 𝑑𝑦 + ℎ 𝑥

(Equação 34)

(Equação 35)



Exemplo: Resolva a seguinte equação diferencial. 

42

EDWARDS, C. Henry; PENNEY,

David E.; CALVIS, David.

Differential Equations and

Boundary Value Problems:

Computing and Modeling (p. 65).

Pearson Education. Edição do

Kindle.

Equações Exatas (Exemplo)

𝑦3𝑑𝑥 + 3𝑥𝑦2𝑑𝑦 = 0

https://www.amazon.com.br/Differential-Equations-Boundary-Value-Problems-ebook/dp/B09PRMC44L/


Solução: Abaixo temos a classificação 

completa da equação diferencial que 

veremos a solução.
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Equação Diferencial

Variável dependente y

Variável independente x

Tipo EDO

Ordem Primeira

Linearidade da variável dependente Não linear

EDO: Equação diferencial ordinária

Equações Exatas (Exemplo)

𝑦3𝑑𝑥 + 3𝑥𝑦2𝑑𝑦 = 0



Solução:

Inicialmente verificamos se a equação (26) é exata. Temos as seguintes funções P(x,y) 

e Q(x,y).

Testamos a equação 30.

Como a condição é satisfeita, temos que a equação 36 é exata.

44

𝑦3𝑑𝑥 + 3𝑥𝑦2𝑑𝑦 = 0 (Equação 36)

Equações Exatas (Exemplo)

𝑃 𝑥, 𝑦 = 𝑦3 Q 𝑥, 𝑦 = 3𝑥𝑦2

𝜕𝑃

𝜕𝑦
=

𝜕𝑄

𝜕𝑥
(Equação 30)

𝜕𝑃

𝜕𝑦
= 3𝑦2 =

𝜕𝑄

𝜕𝑥



Solução:

Para resolver a equação acima, usamos as seguintes equações.

Assim temos,

Comparando as equações 37 e 38 vemos que g(y) = h(x) = 0. Assim temos a seguinte 

solução.
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𝑦3𝑑𝑥 + 3𝑥𝑦2𝑑𝑦 = 0 (Equação 36)

Equações Exatas (Exemplo)

𝐹 𝑥, 𝑦 = න 𝑃 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 + 𝑔 𝑦

𝐹 𝑥, 𝑦 = න 𝑄 𝑥, 𝑦 𝑑𝑦 + ℎ 𝑥

(Equação 34)

(Equação 35)

𝐹 𝑥, 𝑦 = න 𝑦3𝑑𝑥 + 𝑔 𝑦 = 𝑥𝑦3 + 𝑔 𝑦

𝐹 𝑥, 𝑦 = න 3𝑥𝑦2𝑑𝑦 + ℎ 𝑥 = 𝑥𝑦3 + ℎ 𝑥

(Equação 37)

(Equação 38)

𝐹 𝑥, 𝑦 = 𝑥𝑦3 = 𝐶 (Equação 39)



Solução:

Isolando a variável y na equação acima, temos o seguinte resultado.

Na equação acima 𝐶1 = 𝐶1/3.
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Equações Exatas (Exemplo)

𝐹 𝑥, 𝑦 = 𝑥𝑦3 = 𝐶 (Equação 39)

𝑦 =
𝐶1

𝑥1/3
(Equação 40)



# Import sympy

from sympy import *

# Define independent (x) and dependent (v) variables

x = symbols('x')

y = symbols('y', cls=Function)

# Define differential equation y' = -y/(3x)

diffeq = Eq(y(x).diff(x), -y(x)/(3*x) )

# To solve the ODE, pass it and the function to solve for to dsolve()

gsol = dsolve(diffeq, y(x))

# Show the general solution of the ODE

print(gsol)

Vamos considerar a equação 36 e rearranjar os termos, como segue.

Abaixo temos a implementação da equação 36a.
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(Equação 36a)
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −

𝑦

3𝑥

Equações Exatas (SymPy)

𝑦3𝑑𝑥 + 3𝑥𝑦2𝑑𝑦 = 0 (Equação 36)



Abaixo temos o resultado da execução do código example_04.py disponível na pasta 

zipada relacionada a esta aula. 

A resposta do SymPy é a solução mostrada na equação 40.
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python example_04.py

Eq(y(x), C1/x**(1/3))

Linha de comando digitada no terminal

Resultado gerado pelo programa
𝑦 =

𝐶1

𝑥1/3

Equações Exatas (SymPy)



Pode acontecer que a equação 32 não satisfaça a condição indicada na equação 33. 

Podemos transformá-la numa exata por meio de um fator integrante . Assim temos, a 

nova expressão.

A nova equação será exata se satisfizer a seguinte condição.

Vamos desenvolver a igualdade acima.

Onde chegamos à expressão abaixo.
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Equações Exatas com Fator Integrante

𝑃 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 + 𝑄 𝑥, 𝑦 𝑑𝑦 = 0 (Equação 32)
𝜕𝑃

𝜕𝑦
=

𝜕𝑄

𝜕𝑥
(Equação 33)

𝜇𝑃 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 + 𝜇𝑄 𝑥, 𝑦 𝑑𝑦 = 0

𝜕 𝜇𝑃

𝜕𝑦
=

𝜕 𝜇𝑄

𝜕𝑥

𝑃
𝜕 𝜇

𝜕𝑦
+ 𝜇

𝜕 𝑃

𝜕𝑦
= 𝑄

𝜕 𝜇

𝜕𝑥
+ 𝜇

𝜕 𝑄

𝜕𝑥

𝑃
𝜕 𝜇

𝜕𝑦
− 𝑄

𝜕 𝜇

𝜕𝑥
= 𝜇

𝜕 𝑄

𝜕𝑥
− 𝜇

𝜕 𝑃

𝜕𝑦

𝑃
𝜕 𝜇

𝜕𝑦
− 𝑄

𝜕 𝜇

𝜕𝑥
= 𝜇

𝜕 𝑄

𝜕𝑥
−

𝜕 𝑃

𝜕𝑦



A equação diferencial parcial para  acima não é prontamente solúvel, mas podemos 

muitas vezes obter uma expressão para  por inspeção.

Alternativamente, podemos considerar que  seja função somente de x, assim a 

equação 41 fica da seguinte forma para (x).

A equação 42 pode ser usada para determinarmos um fator integrante (x). 50

(Equação 41)

0 − 𝑄
𝑑𝜇

𝑑𝑥
= 𝜇

𝜕 𝑄

𝜕𝑥
−

𝜕 𝑃

𝜕𝑦

𝑄
𝑑𝜇

𝑑𝑥
= 𝜇

𝜕 𝑃

𝜕𝑦
−

𝜕 𝑄

𝜕𝑥

𝑑𝜇

𝑑𝑥
=

𝜕 𝑃
𝜕𝑦

−
𝜕 𝑄

𝜕𝑥

𝑄
𝜇

(Equação 42)

𝑃
𝜕 𝜇

𝜕𝑦
− 𝑄

𝜕 𝜇

𝜕𝑥
= 𝜇

𝜕 𝑄

𝜕𝑥
−

𝜕 𝑃

𝜕𝑦

Equações Exatas com Fator Integrante



Exemplo: Encontre o fator integrante e depois resolva a equação diferencial. 
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BOYCE, William E.; DIPRIMA,

Richard C.; MEADE, Douglas B.

Equações Diferenciais

Elementares e Problemas de

Valores de Contorno (p. 52)

(Portuguese Edition). LTC. Edição

do Kindle.

3𝑥𝑦 + 𝑦2 𝑑𝑥 + 𝑥2 + 𝑥𝑦 𝑑𝑦 = 0

Equações Exatas com Fator Integrante (Exemplo)

https://www.amazon.com.br/Equa%C3%A7%C3%B5es-Diferenciais-Elementares-Problemas-Contorno/dp/8521636946/


Solução: Abaixo temos a classificação 

completa da equação diferencial que 

veremos a solução.
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Equação Diferencial

Variável dependente y

Variável independente x

Tipo EDO

Ordem Primeira

Linearidade da variável dependente Não linear

EDO: Equação diferencial ordinária

3𝑥𝑦 + 𝑦2 𝑑𝑥 + 𝑥2 + 𝑥𝑦 𝑑𝑦 = 0

Equações Exatas com Fator Integrante (Exemplo)



Solução:

O problema já define que a equação 43 não é exata, assim iremos procurar um fator 

integrante da forma (x) a partir da equação 42.

Para obter o fator integrante, temos que resolver a equação diferencial abaixo.
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Equações Exatas com Fator Integrante (Exemplo)

3𝑥𝑦 + 𝑦2 𝑑𝑥 + 𝑥2 + 𝑥𝑦 𝑑𝑦 = 0 (Equação 43)

𝑑𝜇

𝑑𝑥
=

𝜕 𝑃
𝜕𝑦

−
𝜕 𝑄

𝜕𝑥

𝑄
𝜇

(Equação 42)

𝑃 𝑥, 𝑦 = 3𝑥𝑦 + 𝑦2 𝑄 𝑥, 𝑦 = 𝑥2 + 𝑥𝑦

𝑑𝜇

𝑑𝑥
=

𝜕 𝑃
𝜕𝑦

−
𝜕 𝑄

𝜕𝑥

𝑄
𝜇 =

3𝑥 + 2𝑦 − 2𝑥 − 𝑦

𝑥2 + 𝑥𝑦
𝜇 →

𝑑𝜇

𝑑𝑥
=

𝑥 + 𝑦

𝑥 𝑥 + 𝑦
𝜇 →

𝑑𝜇

𝑑𝑥
=

𝜇

𝑥

𝑑𝜇

𝑑𝑥
=

𝜇

𝑥
→

𝑑𝜇

𝜇
=

𝑑𝑥

𝑥
(Equação 44)



Solução:

Temos que resolver a equação 44.

Agora multiplicamos ambos os lados da equação 43 por x.

Em seguida verificamos se a equação 41 é exata.
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Equações Exatas com Fator Integrante (Exemplo)

𝑑𝜇

𝜇
=

𝑑𝑥

𝑥 (Equação 44)

𝑙𝑛 𝜇 = 𝑙𝑛 𝑥

𝜇 = 𝑥

3𝑥𝑦 + 𝑦2 𝑑𝑥 + 𝑥2 + 𝑥𝑦 𝑑𝑦 = 0 (Equação 43)

𝑥 3𝑥𝑦 + 𝑦2 𝑑𝑥 + 𝑥 𝑥2 + 𝑥𝑦 𝑑𝑦 = 0

3𝑥2𝑦 + 𝑥𝑦2 𝑑𝑥 + 𝑥3 + 𝑥2𝑦 𝑑𝑦 = 0 (Equação 41)



Solução:

Segue a verificação.

A equação 45 é exata.
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Equações Exatas com Fator Integrante (Exemplo)

3𝑥2𝑦 + 𝑥𝑦2 𝑑𝑥 + 𝑥3 + 𝑥2𝑦 𝑑𝑦 = 0 (Equação 45)

𝑃 𝑥, 𝑦 = 3𝑥2𝑦 + 𝑥𝑦2

𝑄 𝑥, 𝑦 = 𝑥3 + 𝑥2𝑦

𝜕𝑃

𝜕𝑦
=

𝜕𝑄

𝜕𝑥
(Equação 33)

𝜕𝑃

𝜕𝑦
= 3𝑥2 + 2𝑥𝑦 =

𝜕𝑄

𝜕𝑥



Solução:

Agora resolveremos a equação 45.

Comparando as equações 46 e 47, vemos que g(y) = h(x) = 0. Assim temos o seguinte 

resultado.
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Equações Exatas com Fator Integrante (Exemplo)

3𝑥2𝑦 + 𝑥𝑦2 𝑑𝑥 + 𝑥3 + 𝑥2𝑦 𝑑𝑦 = 0 (Equação 45)

𝐹 𝑥, 𝑦 = න 𝑃 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 + 𝑔 𝑦

𝐹 𝑥, 𝑦 = න 𝑄 𝑥, 𝑦 𝑑𝑦 + ℎ 𝑥

(Equação 34)

(Equação 35)

𝐹 𝑥, 𝑦 = න 3𝑥2𝑦 + 𝑥𝑦2 𝑑𝑥 + 𝑔 𝑦 = 𝑥3𝑦 +
𝑥2𝑦2

2
+ 𝑔 𝑦

𝐹 𝑥, 𝑦 = න 𝑥3 + 𝑥2𝑦 𝑑𝑦 + ℎ 𝑥 = 𝑥3𝑦 +
𝑥2𝑦2

2
+ ℎ 𝑥

(Equação 46)

(Equação 47)

𝐹 𝑥, 𝑦 = 𝑥3𝑦 +
𝑥2𝑦2

2
= 𝐶 (Equação 48)



Solução:

A solução da equação 45 tem a seguinte forma.

Como a equação 48 é quadrática y, podemos obter a forma explícita resolvendo a 

equação de segundo grau em y, onde C1 = 2C/x2.

Alternativamente, podemos expressão a solução como indicado abaixo.

onde C2 = C1x
2

Equações Exatas com Fator Integrante (Exemplo)

3𝑥2𝑦 + 𝑥𝑦2 𝑑𝑥 + 𝑥3 + 𝑥2𝑦 𝑑𝑦 = 0 (Equação 45)

𝑥3𝑦 +
𝑥2𝑦2

2
= 𝐶 (Equação 48)
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𝑦 = −𝑥 ± 𝑥2 + 𝐶1 (Equação 49)

𝑦 = −𝑥 ±
𝑥4 + 𝐶2

𝑥
(Equação 50)



# Import sympy

from sympy import *

# Define independent (x) and dependent (v) variables

x = symbols('x')

y = symbols('y', cls=Function)

# Define differential equation y' = (-3xy - y**2)/(x**2 + xy)

diffeq = Eq(y(x).diff(x),  (-3*x*y(x) - y(x)**2)/(x**2 + x*y(x) ) )

# To solve the ODE, pass it and the function to solve for to dsolve()

gsol = dsolve(diffeq, y(x))

# Show the general solution of the ODE

print(gsol)

Vamos considerar a equação 43 e rearranjar os termos, como segue.

Abaixo temos a implementação da equação 43a.
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Equações Exatas com Fator Integrante (SymPy)

3𝑥𝑦 + 𝑦2 𝑑𝑥 + 𝑥2 + 𝑥𝑦 𝑑𝑦 = 0 (Equação 43)
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

−3𝑥𝑦 − 𝑦2

𝑥2 + 𝑥𝑦
(Equação 43a)



Abaixo temos o resultado da execução do código example_05.py disponível na pasta 

zipada relacionada a esta aula. 

A resposta do SymPy é a solução mostrada na equação 50.
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Equações Exatas com Fator Integrante (SymPy)

python example_05.py

[Eq(y(x),-x - sqrt(C1 + x**4)/x),Eq(y(x),-x + sqrt(C1 + x**4)/x)]

Linha de comando digitada no terminal

Resultados gerados pelo programa

𝑦 = −𝑥 −
𝑥4 + 𝐶2

𝑥
𝑦 = +𝑥 −

𝑥4 + 𝐶2

𝑥



Lista de Exercícios 5

Resolva analiticamente as equações diferenciais indicadas abaixo. Implemente o código 

usando SymPy para a resolução das equações diferenciais. Para cada solução gerada 

pelo SymPy, identifique a constante de integração.

1)                                            para y(x0) = 0 e x0 > 0 (considere a equação homogênea).

2)                                  (considere a equação de Bernoulli e ache a solução geral).

60

Resposta: 𝑦 = 𝑥 sin ln
𝑥

𝑥0

EDWARDS, C. Henry; PENNEY, David E.;

CALVIS, David. Differential Equations and

Boundary Value Problems: Computing and

Modeling (p. 61). Pearson Education. Edição do

Kindle.

𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑦 + 𝑥2 − 𝑦 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 5𝑦 = −

5

2
𝑥𝑦3

Resposta: 𝑦−2 =
𝑥

2
+

1

20
+ 𝐶𝑒−10𝑥

NAGLE, R. Kent. Equações Diferenciais (p. 56) 

(Portuguese Edition). Edição do Kindle.

https://www.amazon.com.br/Differential-Equations-Boundary-Value-Problems-ebook/dp/B09PRMC44L/
https://www.amazon.com.br/Equa%C3%A7%C3%B5es-diferenciais-R-Kent-Nagle-ebook/dp/B00KDOM5C4/


Lista de Exercícios 5

3)                                                                           (considere a equação exata e encontre 

a solução geral implícita).

4)                              (considere a equação exata e encontre a solução geral implícita).
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Resposta: 3𝑥2𝑦 − 𝑥𝑦3 + 2𝑦2 = 𝐶
EDWARDS, C. Henry; PENNEY, David E.;

CALVIS, David. Differential Equations and

Boundary Value Problems: Computing and

Modeling (p. 67). Pearson Education. Edição do

Kindle.

6𝑥𝑦 − 𝑦3 𝑑𝑥 + 4𝑦 + 3𝑥2 − 3𝑥𝑦2 𝑑𝑦 = 0

2𝑥 + 2𝑦
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 0

Resposta: 𝑥2 + 𝑦2 = 𝐶
CENGEL, Yunus A.; Palm III, William J. Equações

Diferenciais (p. 79) (Portuguese Edition). Edição do

Kindle.

https://www.amazon.com.br/Differential-Equations-Boundary-Value-Problems-ebook/dp/B09PRMC44L/
https://www.amazon.com.br/Equa%C3%A7%C3%B5es-Diferenciais-Yunus-Cengel-ebook/dp/B016WL7PC6/
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