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Métodos
de

Substituicao

Equacoes
Homogéneas

Equacoes
Exatas

Equacoes
de
Bernoulli

Pdx +Qdy =0

Até o momento estudamos métodos de
integracao direta, separagao de variaveis e
fator integrante para solucdo de equacgdes
diferenciais ordinarias de primeira ordem. Mas
ha muitas equacgdes diferencias ordinarias de
primeira ordem que nao conseguimos resolver
pelos métodos citados. Nesta aula veremos
metodos de substituicao que podem ser usados
para transformar uma equacao diferencial de
forma a podermos aplicar os métodos ja
estudados. Essas substituicoes nem sempre
sao Obvias e podem necessitar varias
tentativas. Estudaremos equacoes de Bernoulli,
homogéneas e exatas. Veremos a solugao
analitica e a partir do uso computacao
algébrica com o uso do SymPly.

Palavras-chave: fisica; modelagem matematica; matematica aplicada;
equacgao diferencial; equagao diferencial ordinaria; métodos de
substituicdo; equagdes homogéneas; equagdes de Bernoulli; equagdes
exatas; equagdes separaveis; integragao direta; computacao algébrica;
Python; SymPy. 3



Método de Substituicao

Consideremos a equacao diferencial de primeira ordem indicada abaixo.

Variavel dependente (ou funcéo incognita)

\ /Fungéo dexey

y
dx =f(xy) (Equacéao 1)

/

Variavel independente

Podemos tentar a seguinte substituicao

v=axy)

gue sugere que v seja uma nova variavel independente.



Método de Substituicao

Se a substituicdo anterior (v = a(x,y)) puder ser resolvida, entdo temos o seguinte
resultado.

y =Bk, v)
Aplicamos agora a regra da cadeia, assim temos a seguinte expressao.

dy_a,de_I_a,de
dx Oxdx OJvdx

dy_a,B_I_a,de
dx 0dx Odvdx

(Equacao 2)

Na equagdo 2, as derivadas (°#/ 9y © %/ a) S80 fungdes conhecidas de x e v.



Método de Substituicao

Substituindo o lado direito da equacao (2) na equacao (1) e entao resolvendo para
dv/dx, o resultado € uma nova equacao diferencial (equacao 3).

4y _ Equacao 1
dx—f(x,Y) (Equacgéo 1)

dy 0B 9pdv

E 30 2
dx 6x+8v dx (Equagdo 2)

dv

o g(x,v) (Equagao 3)

A equacao 3 tem a nova variavel dependente v. Podemos tentar aplicar as técnicas de
solucdo ja vista para resolver a equacao 3. Se v = v(x) € uma solugcao da equacéao 3,
entdo y = f(x,v(x)) sera uma solucao da equacao diferencial original (equacao 1). O
desafio esta em selecionar uma substituicdo que leve a uma equacao 3 solucionavel.
Veremos exemplos para esclarecer o método de substituicao.



Método de Substituicao (Exemplo)

Exemplo: Resolva a seguinte equacao diferencial.

dy "
dx - FTYE3) ~ Differential
Equations sz,

COMPUTING AND MODELING 6E

©  Edwards Penney Caivis

EDWARDS, C. Henry; PENNEY,
David E.; CALVIS, David.
Differential Equations and
Boundary Value Problems:
Computing and Modeling (p. 58).
Pearson Education. Edicdo do
Kindle.
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Método de Substituicao (Exemplo)

Solucao: Abaixo temos a classificagao
completa da equacao diferencial que
veremos a solucgao.

Equacao Diferencial dy
— = (x+y + 3)?
dx

Variavel dependente y

Variavel independente X

Tipo EDO

Ordem Primeira

Linearidade da variavel dependente Nao linear

EDO: Equacéo diferencial ordinaria



Método de Substituicao (Exemplo)

Solucao:

d .
d—i’ = (x +y + 3)? (Equacéo 4)

Usaremos a seguinte substituicao

v=x+y+3=alxy) (Equacéo 5)

Isolando o0 y na equagao acima, chegamos a seguinte equacao.

y=v—x—3=L(x,v) (Equacao 6)
Aplicando a regra da cadeia, temos o seguinte resultado.

dy_a,de_l_@,de
dx Oxdx 0vdx

dy dv

Tr 1+ Ix (Equacéo 7)



Método de Substituicao (Exemplo)

Solucao:
Substituindo-se a equacgao 5 na equacgao 4, temos expressao abaixo (equacgao 8).

d -
2 (x +y + 3)* (Equacéo 4)
dx
v=x+y+3=alxy) (Equagéo 5)
d
&y = p2 (Equacao 8)
dx
Substituindo a equacao 8 na equacéao 7, temos a equacao diferencial abaixo (equacao
6). dy dv
Ix -1+ dx (Equacéo 7)
2o 14 Y
Ve = — —
dx
dv 5
—=1+4v (Equacao 9)

10



Método de Substituicdo (Exemplo)

Solucao:
A nova equacao diferencial (equacao 9) é separavel e podemos resolvé-la.
dv 1+ v? Equacgao 9
—_— v
Tx (Equacao 9)
A partir da separacao de variaveis, chegamos a expressao a seqgulir.
dv p
= dx
1+ v2

A integral da esquerda € facilmente encontrada nas tabelas de integrais
disponiveis em livros de Calculo (secao 5.2 (Tabela 5.2.1) do livro Anton,
Howard; Bivens, Irl; Davis, Stephen. Calculo - V1 (Portuguese Edition) (p. 324).
Edicao do Kindle). Como sua solugao nao requer grande esforco (nem de
quem tem de digitar a solugao), veremos como resolver esta integral.

j dv = jdx (Equacao 10)
1+ v?

11



Método de Substituicdo (Exemplo)

Solucao: j dv _ jdx (Equago 10)
1+ v2

Para resolver a integral acima (equacao 10), vamos considerar a substituicao v = tg (y)
e consequentemente y = arc tg (v).

v=1tg(y) y =arctg(v)
Tomando-se a derivada de v em relacao a y, temos o seguinte resultado a
partir da regra da cadeia.

dlv] dvdy

dv  dydv

dy dy
2 2
= sec*(y) 757 1 = sec?(y) -

|solado dy/dv, temos o0 seguinte resultado.
dy 1 1
dv  sec2(y) 1+tg2(y)

Lembrando que v = tg(y), temos a seguinte expressao.

dy 1
= y = arc tg(v)
dv 1+ v? 5




Método de Substituicao (Exemplo)

Solucao:
Voltando para integral desejada, temos as seguintes passagens.
dy 1
dv 1+ v2 y = arctg(v)
d(arc tg(v)) 1
dv 142
j dv _jd(arctg(v))d _Jd( t())— ta(w) + C
1102 . V= arctg(v)) = arc tg(v 1

Agora temos a solugao da integral desejada.

dv )
f 1 + p2 = arc tg(v) + C; | (Equagao 11)

13



Método de Substituicao (Exemplo)

Solucao:
Substituindo a equacao 11 na equacao 10 e integrando o lado direito da
equacao 10, temos o seguinte resultado.

j dv = jdx (Equacao 10)
1+ v?

dv )
j 14 p2 He tg(v) + C; | (Equagao 11)

arctglv) +C;=x+C, »x=arctg(v) +C

v=tg(x—C) (Equacéo 12)

14



Método de Substituicao (Exemplo)

Solucao:

Agora para temos a solugao geral, substituimos a equacao 12 na equacao 6.

v=tg(x—C)

y=v—x—3=p((xv)

y=tg(x—C)—x—3

(Equacao 12)

(Equacéao 6)

15



Método de Substituicao (Resumo)

De uma forma geral, qualquer equacao diferencial da forma indicada abaixo

d
d—Z=F(ax+by+c)

pode ser transformada numa equacao separavel a partir do uso da seguinte
substituicao.

v=ax+by+c

16



Método de Substituicao (SymPy)

Abaixo temos o cddigo em Pythgn para resolver a equacao diferencial (equagao 9).
v

o 1+ v? (Equacéo 9)

# Import sympy
from sympy import *

# Define independent (x) and dependent (v) variables
x = symbols('x")
v = symbols('v', cls=Function)

# Define differential equation v' = 1 + v(x)**2
diffeqg = Eq(v(x).diff(x), 1+v(x)**2 )

# To solve the ODE, pass it and the function to solve for to dsolve()
gsol = dsolve(diffeq, v (x))

# Show the general solution of the ODE
print (gsol)

17



Método de Substituicao (SymPy)

Abaixo temos o resultado da execugao do codigo example 01.py disponivel na pasta
zipada relacionada a esta aula.

Linha de comando digitada no terminal

python example 01.py

Eqg(

Resultado gerado pelo programa

y=—-tg(C —x)

A resposta do SymPy é equivalente a solucéo geral obtida, pois -tg(C — x) = tg(x - C).

18



Equag6es Homogéneas

Consideremos equacao diferencial de primeira ordem indicada pela equacao 13.

Variavel dependente (ou funcéo incognita)

\ /Fun(;éo dexey

dy
dx =g(x,y) (Equacéao 13)

/

Chamamos a equacao acima de equacgao diferencial de primeira ordem homogénea
se pudermos escrevé-la em fungao de y/x, como indicado na equagao abaixo.

Variavel independente

Variavel dependente (ou fungdo incognita)

\ /Fungéo dexey

—— =G (—) (Equacgao 14)

Variavel independente/ 19



Equag6es Homogéneas

Variavel dependente (ou funcéo incognita)

\ /Fungéo dexey

dy y
I G (;) (Equacéo 14)

Variavel independente/

Se fizermos as substituicdes abaixo, a equacado 14 é transformada numa equacao
diferencial separavel. Usamos a derivada do produto para a equacao 15c.

@ _av oY %] (Equacses 152, 15b, 15¢)
— - — Y , ,
- dxx vdx dx xdx 1% quac

-ly = vx|—

= <L

Substituindo-se a equacao 15c¢ na equagao 14, temos o seguinte resultado.

dy dv dy dv
E—xa+v E—G(v) G(v)—xa+v
dv
X = G(w)—v (Equacgao 16) .




Equag6es Homogéneas

A equacao 16 tem variaveis separaveis o que permite a aplicacao de técnicas ja vistas
para sua solucao.

dv
X = G(v) —v (Equacao 16)

Assim, podemos afirmar que equacdes diferenciais de primeira ordem (equacao 14)
podem ser reduzidas a um problema de integracdo (equacdo 16) por meio das
substituicOes indicadas pelas equacgodes 15a, 15b e 15c.

dy y
v G (;) =G(v) (Equacéo 14)

(Equacao 15a) y = vx| (Equacao 15b) ﬂ — x@ + p| (Equagédo 15c)

dx dx

=<

21



Equag6es Homogéneas (Exemplo)

Exemplo: Resolva a seguinte equacao diferencial.
dy
2xy — = 4x? + 3y?
y dx y
- Differential
Equations sz,

COMPUTING AND MODELING 6E
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EDWARDS, C. Henry; PENNEY,
David E.; CALVIS, David.
Differential Equations and
Boundary Value Problems:
Computing and Modeling (p. 60).
Pearson Education. Edicdo do
Kindle.
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Equag6es Homogéneas (Exemplo)

Solucao: Abaixo temos a classificagao

completa da equacao diferencial
veremos a solucgao.

que

Equacao Diferencial

d
nyd_ic/ = 4x?% + 3y?

Variavel dependente y
Variavel independente X
Tipo EDO
Ordem Primeira
Linearidade da variavel dependente Nao linear

EDO: Equacéo diferencial ordinaria
23




Equag6es Homogéneas (Exemplo)

Solucao:

d
nyd_ic] = 4x* + 3y*

Podemos reescrever a equagao acima, como segue.

dy 4x*+3y? 2x 3 x\ 3
dx 2xy y 2x y 2 \x

As substituicOes das equacobes 15a, 15b e 15¢, tomam a forma seguinte.

y 1 x dy dv
V== —=— — = x— Equagao 17
" b =X+ (Equag )
dy _[(x +3 X _2+3
dx “\y) 2\y) v 27
dy 2 3
Ix _p 27 (Equacéo 18)

24



Equag6es Homogéneas (Exemplo)

Solucao:
Ilgualando-se as equagdes 17 e 18, temos o0 seguinte resultado.
4y = dv + E ao 17
Tr X T % (Equacao 17)
dy 2 3
dx v + P (Equacao 18)
dv N 2 N 3
X—+v=—+=-v
dx v 2

Rearranjando os termos da equacao acima, temos as seguintes passagens.

dv_2+3

xdx_v Zv v

x@ — 2 + lv (Equagéo 19)
dx v 2

25



Equag6es Homogéneas (Exemplo)

Solucao:
Trabalhando o lado direito da equacido 19, temos uma nova expressao para a
equacao diferencial.

dv E + lv (Equacao 19)
dx v 2

dv v + 4

dx 2V

Separando-se as variaveis da equacao diferencial acima, temos as seguintes
integrais.

fvz ) dv = f— (Equacao 20)

A integral do lado direito resolvemos de forma direta obtendo /In|x| + constante.
A integral do lado esquerdo requer uma substituicdo como u = v? + 4. Veremos

a resolugao das integrais. -



Equag6es Homogéneas (Exemplo)

Solucao:
Focando na integral do lado esquerdo e com as substituicdes u =v2 + 4 e du =
2vdv, temos o seguinte resultado.

jvz v dv = j— (Equacéo 20)
u=1v%+4-du=2vdv j 2v dv=fd—u=ln|u|+c1
v+ 4 U
217 2 A
jvz - 4dv =In(vs+4)+C; (Equacao 21)

Substituindo-se a equacao 21 na equacéao 20, temos a seguinte expressao.

dx

2V
fv2+4dv=f?—>ln(v2+4)+6'1=ln|x|+C2 OndeC=C2_C1

Im(w?+4)=In|x|+C->v?>+4=ex| >v>+4=A|x|] ondeA=¢C

27



Equag6es Homogéneas (Exemplo)

Solucao:
Podemos retornar as variaveis originais.
y
v=" v2 + 4 = Alx]| onde A = g€
2

y—z + 4 = Alx]|
X
y? + 4x? = Alx|x? onde k= +A

y? + 4x? = kx3
Isolando y na expressao acima, chegamos a solucao da equacao diferencial.

y(x) = £/ kx® — 4x?

k>0parax>0ek<O0parax<O0.
x>4/ksek>0ex<4/k se k <0;

28



Equagcées Homogéneas (SymPy)

Vamos considerar a equacao 19 e rearranjar os termos, como segue.

x@ — E + lv (Equacao 19) dv — 2 + v (Equacao 19a)

dx v 2 dx vx 2x

Abaixo temos a implementacao da equacao 19a.

# Import sympy
from sympy import *

# Define independent (x) and dependent (v) variables
x = symbols('x")
v = symbols('v', cls=Function)

# Define differential equation v' = 2/x*v + v/ (2x)
diffeq = Eq(v(x).diff(x), 2/(x*v(x)) + v(x)/(2%x))

# To solve the ODE, pass it and the function to solve for to dsolve()
gsol = dsolve(diffeqg, v (x))

# Show the general solution of the ODE
print (gsol)

29



Equacdes Homogéneas (SymPy)

Considerando a equacao 19a, a resposta analitica tem duas solucoes.

v2+4=Alx| >v=+/A|x| -4

Abaixo temos o resultado da execucao do codigo example 02.py disponivel na pasta

leada relacionada a esta aula. Linha de comando digitada no terminal

python example 02.py

[Eqg(

v=—\/A|x|—4 v=+\/A|x|—4

O SymPy encontrou duas solugdes, como encontradas determinadas analiticamente.

30



Equacoes de Bernoulli

A equacao diferencial abaixo € chamada de equacao de Bernoulli.

Variavel dependente (ou funcéo incognita)

N

y
2 P‘(x\)y =/Q (x)y™ (Equacéo 22)
Variavel independente / Funcdes de x

Sen=0o0un=1a equacao é linear e podemos resolvé-la pelo método do fator
integrante. Para outros n, transformamos a equacdo em linear com a seguinte
substituicao.

v = yl_n (Equacao 23)

Com a substituicdo indicada pela equagdo 23 na equacao 22, temos a seguinte
equacao diferencial ordinaria linear.

d
d_z + (1 — Tl)P(X)U = (1 — TL)Q(X) (Equacio 24)

31



Equacgoes de Bernoulli (Exemplo)

Exemplo: Ache a solucio geral para a seguinte equacao diferencial.

" dx

+ 6y = 3xy*/3

Differential

Equations sesme,

COMPUTING AND MODELING 6E
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Differential Equations and
Boundary Value Problems:
Computing and Modeling (p. 62).
Pearson Education. Edicdo do
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Equacgoes de Bernoulli (Exemplo)

Solucao: Abaixo temos a classificagao
completa da equacao diferencial que
veremos a solucgao.

Equacao Diferencial d

i = 3yy?/3
x— + 6y = 3xy

dx

Variavel dependente y

Variavel independente X

Tipo EDO

Ordem Primeira

Linearidade da variavel dependente Nao linear

EDO: Equacéo diferencial ordinaria



Equacgoes de Bernoulli (Exemplo)

Solucao:

d -
x_y + 6y = 3xy*/3 (Equacéo 25)
dx
A equacao acima € de Bernoullicom n =4/3e 1-n =-1/3, assim temos as
seguintes substituicoes. Aplicamos a regra da cadeia para obtermos dy/dx.
_3 dy dydv dv

v=y 13 y=vyp i v —3v-4a (Equacbes 26a, 26b e 26c)

Substituindo as equacdoes 26b e 26c¢ na equacao 25, temos o seguinte
resultado.

v dv 2v
—Bxvt—+6v3=3xvt{ 5o ———=-1
dx dx x
Agora temos a seguinte equacao diferencial.
@ _ 2_v —— (Equacao 27)

34
dx x



Equacgoes de Bernoulli (Exemplo)

Solucao:

@ _ Z_U = -1 (Equacao 27)
dx x

Para resolver a equacgao acima, usamos o fator integrante.

2
- J39x _ ,-2inlx] 2

u=e =X

Multiplicando o fator integrante por ambos os lados da equacao 27, temos o
seguinte resultado.

dv 2v dv 2v
X rP——x Tt —=—x? o xt———=—x*>d(x%v) = —x"?
dx X dx x3

Integrando ambos os lados, temos a seguinte expressao.

dix %v) = —x"% - J d(x%v) = — j x?dx > x?v=x"1+C >|lv=x+ Cx?

35




Equacgoes de Bernoulli (Exemplo)

Solucao:
v =x+ Cx?

Retornando para as variaveis originais na equagao acima, chegamos a seguinte
expressao.

v =y 13 y B =x+Cx?>y=(x+Cx?)3

= (x + Cx2)3 (Equacao 28)

36



Equacoes de Bernoulli (SymPy)

Vamos considerar a equacao 27 e rearranjar os termos, como segue.

2 d 2
@ v —1 (Equagéo 27) o 1 (Equagéao 27a)
dx x dx x

Abaixo temos a implementacao da equacao 27a.

# Import sympy
from sympy import *

# Define independent (x) and dependent (v) variables
x = symbols('x")
v = symbols('v', cls=Function)

# Define differential equation v' = 2v/x -1
diffeq = Eq(v(x).diff(x), 2*v(x)/x -1 )

# To solve the ODE, pass it and the function to solve for to dsolve()
gsol = dsolve(diffeqg, v (x))

# Show the general solution of the ODE
print (gsol)

37



Equacdes de Bernoulli (SymPy)

Abaixo temos o resultado da execugao do codigo example 03.py disponivel na pasta
zipada relacionada a esta aula.

Linha de comando digitada no terminal

python example 03.py

Eg( )

Resultado gerado pelo programa
v =x+ Cx?

A resposta do SymPy é equivalente a solucao geral obtida. Na resposta do SymPy o x
esta em evidéncia x(1 + Cx) = x + Cx2.

38



Equagoes Exatas

Vamos considerar uma equacao diferencial cuja a solucdo € dada pela seguinte
expressao, onde C € uma constante.

F (x,y(x)) =C
Diferenciando F(x,y(x)) com relagao a x, chegamos a seguinte equacao diferencial.

oF dx 0F dy
0x dx dy dx

OF  OF dy
I ay e =0 (Equacéo 29)

Definimos P(x,y) e Q(x,y) como segue.

oF

P(x,y) = Ix (Equacao 30)

_ oF (Equacao 31)
Q(X,y) - a
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Equagoes Exatas

Substituindo as equacdes 30 e 31 na equacao 29, temos a expressao a sequir.

6F+6de_0 P( )—aF Q(x )_6_F (Equagdes 29, 30 e 31)
dx Odydx %Y= 'Y ~ dy e |

0x

d
P(x,y) +Q(x,y) 7 = 0

Podemos expressar a equacao acima na forma diferencial, como segue.

P(x,y)dx + Q(x,y)dy = 0 | (Equagio 31)

Para que a equacgao 32 seja uma equacao diferencial exata, as fungdes P(x,y) e Q(x,y)
devem satisfazer a seguinte condicio.

dP _ aQ
dy ~ Ox (Equacao 33)
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Equacoes Exatas

dP _ aQ
dy 0x
Considerando que a equacao (32) € exata, a sua solugcao F(x,y) = C tém a seguinte
forma.

P(x,y)dx + Q(x,y)dy =0 | (Equagdo 32) (Equacéo 33)

F(x,y) = f P(x,y)dx +9(y) | (Equacao 34)

F(x,y) = j Qe y)dy + h(x) | (Equagao 35)

Nas equacgdes 34 e 35, a funcao g depende somente de y e a funcdo h depende so6 x. A
solucido da equacao diferencial exata € encontrada vendo que os dois valores de F(x,y)
(equacdes 34 e 35) sio idénticos.
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Equagoes Exatas (Exemplo)

Exemplo: Resolva a seguinte equacao diferencial.
y3dx + 3xy?dy =0

- Differential
Equations sz,

COMPUTING AND MODELING 6E

©  Edwards Penney Caivis

EDWARDS, C. Henry; PENNEY,
David E.; CALVIS, David.
Differential Equations and
Boundary Value Problems:
Computing and Modeling (p. 65).
Pearson Education. Edicdo do
Kindle.
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Equagoes Exatas (Exemplo)

Solucao: Abaixo temos a classificagao

completa da equacao diferencial
veremos a solucgao.

que

Equacao Diferencial

y3dx + 3xy?dy =0

Variavel dependente y
Variavel independente X
Tipo EDO
Ordem Primeira
Linearidade da variavel dependente Nao linear

EDO: Equacéo diferencial ordinaria
43




Equagoes Exatas (Exemplo)

Solucao:
y3dx + 3xy?dy =0 (Equagao 36)

Inicialmente verificamos se a equacgao (26) € exata. Temos as seguintes fungdes P(x,y)
e Q(x.y).

P(x,y)=y* Qlx,y) = 3xy?
Testamos a equacao 30.

0P d
op = 9Q (Equagdo 30) — = 3y? = —Q
dy 0x dy 0x

Como a condicao é satisfeita, temos que a equacio 36 é exata.
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Equagoes Exatas (Exemplo)

Solucao:

y3dx + 3xy?dy =0 (Equagao 36)

Para resolver a equagao acima, usamos as seguintes equacgoes.

F(x,y) = fP(x,y)dx +9)

F(x,y) = j (e, y)dy + h(x)

Assim temos, F(x,y) =

F(x,y)=J

f yidx + g(y) = xy* + g(y)

(Equacao 34)

(Equacao 35)

(Equacéao 37)

f 3xy?dy + h(x) = xy3 + h(x) (Equagéo 38)

Comparando as equacgdes 37 e 38 vemos que g(y) = h(x) = 0. Assim temos a seguinte

solucgao.

Fx,y) =xy*>=C (Equacéo 39)
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Equagoes Exatas (Exemplo)

Solucao:
F(x,y) =xy3=C

(Equacao 39)

Isolando a variavel y na equacgao acima, temos o seguinte resultado.

Na equacdo acima C; = C1/3.

(Equacao 40)
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Equagdes Exatas (SymPy)

Vamos considerar a equacao 36 e rearranjar os termos, como segue.

y3dx + 3xy*dy = 0 (Equagédo 36) % — _31 (Equacao 36a)
x x

Abaixo temos a implementacao da equacao 36a.

# Import sympy
from sympy import *

# Define independent (x) and dependent (v) variables
x = symbols('x")

y = symbols('y', cls=Function)

# Define differential equation y' = -y/(3x)

diffeq = Eq(y(x).diff(x), -y(x)/(3*x) )

gsol = dsolve(diffeq, y(x))

# Show the general solution of the ODE
print (gsol)

# To solve the ODE, pass it and the function to solve for to dsolve()
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Equagdes Exatas (SymPy)

Abaixo temos o resultado da execugao do codigo example 04.py disponivel na pasta
zipada relacionada a esta aula.

Linha de comando digitada no terminal

python example 04.py

Eqg( )

C1 Resultado gerado pelo programa

Y = A3

A resposta do SymPy é a solugdo mostrada na equacéao 40.
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Equacgoes Exatas com Fator Integrante

dP _ aQ
dy 0x
Pode acontecer que a equacao 32 nao satisfaca a condicao indicada na equacao 33.
Podemos transforma-la numa exata por meio de um fator integrante x. Assim temos, a
nova expressao.
uP(x,y)dx + uQ(x,y)dy = 0
A nova equacao sera exata se satisfizer a seguinte condicéo.
d(uP) o(pQ)
dy d0x
Vamos desenvolver a igualdade acima.

ow)  aP) d(w  0(Q)
Pay TH dy _an TH 0x
Onde chegamos a expressao abaixo.
0w W _ Q) 3P
dy ax  Hoax H dy

RIOENION (am) a(P))
0G) _ 109G _ (0@

P(x,y)dx + Q(x,y)dy =0 | (Equagdo 32) (Equacéo 33)

dy 0x 0x dy
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Equacgoes Exatas com Fator Integrante

dy ax M\ ox dy

A equacao diferencial parcial para ¢ acima nao € prontamente soluvel, mas podemos
muitas vezes obter uma expressao para u por inspegao.

oW _ 00 _ (a(@_a(f’)) (Equagéio 41)

Alternativamente, podemos considerar que u seja funcdo somente de x, assim a
equacao 41 fica da seguinte forma para u(x).

du _ (3(Q) 9(P)
O_QE_“< ox 6y>
N CQORIC)

dx " dy 0x

du (agl;) B agg))

_ (Equacao 42)
dx Q #

A equacéao 42 pode ser usada para determinarmos um fator integrante x(x). 50



Equagoes Exatas com Fator Integrante (Exemplo)

Exemplo: Encontre o fator integrante e depois resolva a equacao diferencial.

(Bxy + y*)dx + (x? + xy)dy = 0

Equactes Diferenciais
Elementares e Problemas
de Valores de Contorno

BOYCE | DIPRIMA | MEADE

BOYCE, William E.; DIPRIMA,
Richard C.; MEADE, Douglas B.
Equagdes Diferenciais
Elementares e Problemas de
Valores de Contorno (p. 52)
(Portuguese Edition). LTC. Edigado
do Kindle.
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Equagoes Exatas com Fator Integrante (Exemplo)

Solucao: Abaixo temos a classificagao

completa da equacao diferencial
veremos a solucgao.

que

Equacao Diferencial

(Bxy + y?)dx + (x? + xy)dy = 0

Variavel dependente y
Variavel independente X
Tipo EDO
Ordem Primeira
Linearidade da variavel dependente Nao linear

EDO: Equacéo diferencial ordinaria
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Equagoes Exatas com Fator Integrante (Exemplo)

Solucao: )
(Bxy + y*)dx + (x? + xy)dy = 0 (Equagao 43)

O problema ja define que a equacao 43 nao € exata, assim iremos procurar um fator
integrante da forma x(x) a partir da equacgao 42.

(O(P) _ G(Q))
du _\ 0y ox (Equacao 42)
dx Q
P(x,y) = 3xy +y? Q(x,y) = x*+xy
a(P) 0(Q)
du dy 0x 3x+2y—2x—vy du xX+y du u
= U= > u - = uH-—--—=-
dx Q x% 4+ xy dx x(x+vy) dx x

Para obter o fator integrante, temos que resolver a equacéao diferencial abaixo.

du u |du dx )
dx  x = n . x (Equacéo 44) .




Equagoes Exatas com Fator Integrante (Exemplo)

Solugio: dp _ dx
U X

Temos que resolver a equacao 44.

Infu| = In|x|

H=Xx
Agora multiplicamos ambos os lados da equacao 43 por x.

(Bxy + y*)dx + (x? + xy)dy = 0
x(3xy + y?)dx + x(x? + xy)dy = 0

(Bx2y + xy?)dx + (x3 + x?y)dy = 0

Em seguida verificamos se a equacao 41 ¢€ exata.

(Equacao 44)

(Equacao 43)

(Equacao 41)
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Equagoes Exatas com Fator Integrante (Exemplo)

Solucao: )
(3x%y + xy?)dx + (x3 + x?y)dy = 0 (Equacgéo 45)

Segue a verificagao.

P(x,y) = 3x%y + xy*

Q(x,y) = x3 + x°y

0P 9Q

Equacao 33
5y = 9x (Equag )

doP a0
R 219 - _°
3y 3x“ + 2xy I

A equacao 45 ¢ exata.



Equagoes Exatas com Fator Integrante (Exemplo)

Solucao: )
(3x%y + xy?)dx + (x3 + x?y)dy = 0 (Equacgéo 45)
Agora resolveremos a equacgao 45.
Py = [ Pay)dx+90) | (Equacdo 34
Py = [ @ y)dy +h() | (Equagdo 35)
\ 2.2
Flxy) = Bx%y +xy*)dx + g(y) = x*y +——+g(y)  (Equagdo 46)
. 22
F(x,y) = J (x3 + x%y)dy + h(x) = x3y + ot h(x) (Equagao 47)

Comparando as equacgdes 46 e 47, vemos que g(y) = h(x) = 0. Assim temos o seguinte
resultado. > 2

X
F(x,y) = x3y +

=C (Equacao 48)
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Equagoes Exatas com Fator Integrante (Exemplo)

Solugao: )
(3x%y + xy?)dx + (x3 + x?y)dy = 0 (Equacgéo 45)
A solugcao da equacao 45 tem a seguinte forma.
2,2
x3y + X Zy =C (Equacéo 48)

Como a equacao 48 € quadratica y, podemos obter a forma explicita resolvendo a
equagao de segundo grau em y, onde C, = 2C/x2.

y=—-x+yx?+C;

(Equacéao 49)

Alternativamente, podemos expressao a solugao como indicado abaixo.

4
X"+ G (Equacéo 50)

=—x =
Y B X

onde C, = C,x? 57




Equagoes Exatas com Fator Integrante (SymPy)

Vamos considerar a equacao 43 e rearranjar os termos, como segue.

d —3xy — y? .
(Bxy + y?)dx + (x? + xy)dy = 0 (Equagéo 43) Y _ 2V 7Y (Equagdo 43a)

dx x? + xy

Abaixo temos a implementacao da equacao 43a.

# Import sympy
from sympy import *

# Define independent (x) and dependent (v) variables

x = symbols('x")

y = symbols('y', cls=Function)

# Define differential equation y' = (-3xy - y**2)/(x**2 + xy)

diffeqg = Eq(y(x).diff (x), (=3*x*y(x) — y(x)**2)/(x**2 + x*y(x) ) )

# To solve the ODE, pass it and the function to solve for to dsolve()
gsol = dsolve(diffeq, y(x))

# Show the general solution of the ODE
print (gsol)
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Equagées Exatas com Fator Integrante (SymPy)

Abaixo temos o resultado da execugao do codigo example 05.py disponivel na pasta
zipada relacionada a esta aula.

Linha de comando digitada no terminal

python example 05.py

[Eqg(

4 4
yz_x_w/x:Cz y=+x_\/x:C2

A resposta do SymPy € a solugdo mostrada na equacéao 50.
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Lista de Exercicios 5

Resolva analiticamente as equacdes diferenciais indicadas abaixo. Implemente o codigo
usando SymPy para a resolucao das equacgodes diferenciais. Para cada solucao gerada
pelo SymPy, identifique a constante de integracgao.

dy : ~ n
1) X ax =y -+ X2 — Yy para y(x,) = 0 e x, > 0 (considere a equagao homogénea).
drerential . | Resposta: y = x sin (ln xi)
o 0
EDWARDS, C. Henry; PENNEY, David E.;
CALVIS, David. Differential Equations and
Boundary Value Problems: Computing and
Modeling (p. 61). Pearson Education. Edicdo do
© caumn sy Gk | TANCIE.
dy 5
2) — I — 5y =— Exy (considere a equacao de Bernoulli e ache a solugao geral).

QWM | Resposta: y~2 = X + — 4 Ce~10%
DIFERENCIAIS @ 2" 20

NAGLE, R. Kent. Equagdes Diferenciais (p. 56)
(Portuguese Edition). Edigao do Kindle.
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Lista de Exercicios 5

3) (6xy — y3)dx + (4y + 3x% — 3xy?)dy = 0 (considere a equagdo exata e encontre

a solugéo geral implicita). titeentsl | Resposta: 3x%y — xy® + 297 = C

EDWARDS, C. Henry; PENNEY, David E.;
CALVIS, David. Differential Equations and
Boundary Value Problems: Computing and
Modeling (p. 67). Pearson Education. Edicdo do
Kindle.

©  Edards Penney Caivis

d
4) 2x + zyd_i} = ( (considere a equagao exata e encontre a solug&o geral implicita).

= |

i Resposta: x> + y2 = C

E?f‘;?g,‘;gisais CENGEL, Yunus A.; Paim Ill, William J. Equagées
Diferenciais (p. 79) (Portuguese Edition). Edicdo do

Kindle.

gel
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